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Der grossartige Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften 
in unserer Zeit erfahren haben , ist, wie allgemein anerkannt wird, 
nicht zum kleinsten Maasse durch die Ausbildung und Verbreitung 
der Unterricht imittel, der EnerimentalTonesungen, Laboxm- 
torien u. 8. w., bedui|[^ W&hrentt aber durch die vorhandenen 
Einrichtungen zwar die Kenntniss des gegenwärtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch- 
stehende und weitblickende Männer wiederholt auf einen Mangel 
hinweisen müssen, welcher der gegenwärtigen wissenschaftlichen 
Ausbfldiing jüngerer Erlfte nur zu oft anhaftet. El ist diee das 
Fehlen des historisehen Sinnes und der Mangel an 
Kenntniss jener grossen Arbeiten, auf welchen das 
Geb&ude der Wissenschaft ruht. 
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Krystallometrie, oder Krystallonomie und 

Krystallograpliid. 

Von 

Job. Friedr. Christian Hessel. 



Aus der Vorrede. 

Ich habe gesucht, die Lehre von der Gleichwerthigkeit 
räumlicher Dinge auf rein mathematische Weise begründet 
durchzuführen und die verschiedenen Arten dieses Gleich- 
werthigseins schärfer, als bisher geschah, zu unterscheiden. 
Auf die hierdurch gewonnenen Lehren gesttitzt, konnte nun 
die Lehre von den verschiedenen Arten von Axen ausgebildet 
und begründet und dann die Gesammtheit der möglichen Arten 
von Strahlensystemen und Axensystemen , die dem Gleich- 
werthigkeitsprincipe gemäss sich aufstellen lassen, entwickelt 
lind die jedem Stralilensysteme (oder Axensysteme), d. h. jeder 
solchen Art *) entsprechenden Gestalten zusammengestellt 
werden. — Dass eine conseqaente Darchführmig dieser Lehren 
für die Wissenschaft nnnöthig sei, wird niemand beliaupten 
wollen, und daher wird auch aiemand es tadeln können, daas 
niclit bloss die OestaUensysteme , welohe in der ErystaUen- 
welt vorkommen, sondern alle denkbarm Glestaltentysteme auf 
gebtthrende Weise sind berfloksichtigt iforden. — Obgleich 
iheils stiUseliwelgend, tiieils dentlioh ansgesproehen die Qleich- 
werthigkdiSTerbiltniBse der TheUe bei allen bekannten [IV] 

Man kann sich oämlieh erlauben, statt Art der Btrablen- 
Systeme (oder Strahlenyereine) ti.s. w. bloss Strahlensystinii sv sagen.* 
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Aii&telliiiigen der sogenannten EiystaUiqrBteme Torsflglich be- 
rfteksichtigt und sum Gninde der Eintheiliuigen gelegt sind, 
so war doch bis Jetzt nooh keine solche Eintheiinng Torhanden, 
welche sowohl dieses ihr Hanptprincip bis in die lotsten 
Glieder oonseqnent verfolgt hätte, als auch frei geblieben wflre 
von aller Einmischung anderer, mehr oder weniger fremdartiger 
Einthdlungsgrflnde. Als solcher fremdartiger Eintheilnngfr- 
grand ist zu betrachten die BerfieUchtigung der Neigung der- 
jenigen Axen gegen einander, von deren Betrachtung man aas- 
gehen zu müssen glaubte, weil dieser Eintheilungsgmnd 
namentlich in den Fällen, wo die Hauptaxe unter mehr als 
drei verschiedeuen Arten einheitlich vorhandener Axen ge- 
wählt werden kann, Abtheilungen erzeugt, die in dem Gleich- 
werthigkeitsprincipe nicht begründet sind, also den, diesem 
Principe entsprechenden, Abtheilungen nicht beigeordnet^ son- 
dern, wenn es nöthig wäre, untergeordnet werden können. — 
Hinsichtlich auf die von mir gebrauchte deutsche Kunst- 
sprache gestehe ich sehr gerne, dass sie ihre Mängel hat*): 
eine deutsche Kunstsprache für diese mathematische Wissen- 
schaft zu besitzen, schien mir aber ein zu sehr wesentliches 
BedürfnisSj als dass ich nicht hätte versuchen sollen, mein 
Scherflein dazu beizutragen, eine solche zu begründen, trotz 
dem zu erwartenden Tadel. — Der, welcher tadeln will, möge 
sich die Fragen stellen: 1) ist irgend eine ebenso yollständige 
Kunstsprache für dieses Fach vorhanden gewesen ? 2) ist ins- 
besondere eine ebenso vollständige deutsche Kunstsprache in 
irgend einem Werke ttber diesen Gegenstand dargelegt? 

3) sind die vorhandenen älteren Kunstausdrücke sprach- und 
sachrichtiger oder bezeichnender, als die hier gebotenen? 

4) lumn £e, anch hier nothwendige, Conseqnenz nicht be- 
dingen, dass selbst in dem Falle, wo eine berdts eingebtirgerte 
[V] Benennung gut ist, sie durch eine andere verdrängt 
werden mttsse, die den Grundsätzen der befolgten Namen- 
gebnng besser entspricht? u. s. w.; und hat er sich diese 
Fragen beantwortet, so hoffe ich mit Zuversicht, sein Bestreben 
zu tadeln werde sich verwandeln in ein Bestreben, mit scho- 
nender Hand zu verbessern, und solche Verbesserung muss 
Jedem wttnschenswerth scheinen. — Am unvollkommensten 



*) deren manche jedoch, falls dieselbe, wie ich, ihrer sonstigen 
Brauchbarkeit wegen, hoffe, Eingang ändet, dich in Zukunft leicht 
verbessern lassen. 
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Bind die BeneonnDgen der einfaehen, nieht ringBiim endliok 
begrenzten Gestalten. — 

Bei dieser Gelegenheit mnss ieh erwfllmen, dass ich die 
Zeichen \=\ nnd |^| im Texte so gebraueht habe, dass 
sie beim Lesen fheils als Beiwdrter gebengt werden, thdhi 
als Nebenwörter nngebengt bleiben mtlssen. Im ersten Falle 
sind sie am besten sn flbersetsen dnreh die AnsdrHeke »ein* 
ander ebenbildlieh gleich, einander gegenbildlich gleich, einr 
ander ebenbildlieh und gegenbildlich gleich«, wo die Worte 
»emander€ nnd •gleich* nnr dann füglich weggelassen wer«- 
den können, wenn weder Dentlichkeit noch Wohlklang dar- 
unter leidet (eine Bogel, die ich selbst, wenn statt der SSelchen 
die Worte gesetzt sind, nicht immer so streng beobachtet 
habe, als mir dies jetzt, obgleich eine Undeutlich keit hierbei 
nicht entstanden ist, wünschenswerth zu sein scheint); im 
zweiten Falle dagegen ist das Wort »einander« gewöhnlich 
wegzulassen, nicht gut aber ist es (wie von mir häufig ge- 
schehen), das Wort »gleich« wegzulassen. — Der Satz: *zu 
defien sie sich gegetibildlich verhalten^ heisst daher besücr 
ansgedrtickt ^ denen sie gegenbildlich gleich sind^-^ und auf 
ähnliche Weise sind daher manche solche Ausdrücke einer 
Verbesserung fähig und bedürftig. 

Bei den die Stelle von Namen oder von Beschreibungen 
vertretenden Bezeichnungen der Flächenarten und Strahlen- 
arten der Gestalten habe ich zu zeigen gesucht, dass es zweck- 
mässig sei, für jedes Gestaltensystem (nicht bloss für die in 
der Katar vorkommenden Ery stall Systeme) die drei wichtigsten 
Arten von Axen desselben als Messungsaxen [VI] zu benutzen, 
nnd dass diese Beseichnnng, ihrer Allgemeingültigkeit und 
ihrer Gonseqnenz wegen, bei übrigens gleicher Einfachheit den 
Vorzog vor jener yerdiene, bei welcher theils Axen einer Art, 
theils solche zweier Arten, theils solche dreier Arten als 
Messungsaxen gebrancht werden. — Vorztiglich wichtig fiSr 
diese Bezeichnnng aber ist die Anffindong des höchst merk- 
wllrdigen Gesetzes, dass jeder Messnngsstrshl für jede Ifsch 
Iglie&ge MessnngszeUe, der er angehört, angesehen werden 
könne ids der Stellvertreter einer auf bestimmte Weise geord- 
neten nnd gestellten Yerbindnng (Permntation) der sämmtUchen 
Strahlen semer Art, and dass man ihm daher, für diese Zelle, 
ein + oder ^ Zeichen beilegen könne, je nachdem jene 
Permntation selbst als eine positive oder negative zn betrachten 
ist, so dass die Gesammtheit der möglichen Arten der 



Digitized by Google 



ß JoIl Friedr. Christian HoBsel. 

Beaehiung dieser Vorzeichen gerade der Oettmmiheii der 
möglichen Arten 1- und m-maassiger GetUdtensysteme ent» 

spricht — 

Da die hierdurch gewonnenen Bezeichnnngsarten bis jetzt 
die einzigen sind, welche auf consequente Weise die Eigen- 
thümlichkeiten aller denkbaren Arten von GestaltenBystemen 
(folglich auch von Erystallsystemen] darzustellen und anszu- 
. drücken im Stande sind, sich aneh durch grosse Einfachheit 
auszeichnen, so halte ich ee fflr sveekmässig, hier noch eine 
Verbesserung derselben zu erwihneni welche ieh seit dem Ab- 
drucke dieses Artikels Yorgenommen habe. — üm nftmlieh 
dai^enige -|- oder — Zeiehen, welehes dnem IfaMSStnüüe 
R oder r flftr eine Zelle snsteht (ohne Rücksicht anf den 
Längenweräi des in ihm abgesehnittenen Stltokes]| sofern er 
Stellvertreter einer positiven oder negativen Permntation der 
sftmmtllchen Strahlen seiner Art ist (Vorzeiehen des Strahles), 
bequemer an nnterseheiden von dem -H oder — Zeichen, das 
dem in diesem Strahle zu nehmenden Ifaassstfteke ansteht, je 
nachdem es in der Richtung dieses Strahles selbst oder in 
dessen Verlängerung nach rückwärts über den Anfangspunkt 
[Vn] hinaus liegt (Vorzeichen des Maasssttickes oder Maass- 
zählers habe ich den Gebrauch angenommen, statt des nega- 
tiven Vorzeichens des Strahles ftlr eine Zelle den scharfen 
Accent (') anzuwenden, da dieser bereits schon öfter von 
anderen Schriftstellern (Hauy^ Weiss ^ Grassmann u. A.) in 
einem ähnlichen Sinne ist gebraucht worden. Das ent- 
sprechende -|- Zeichen ist der schwere Accent ( ) , und um 
das Zeichen auszudrücken, dient der doppelte Accent 
dessen umgekehrtes Bild (v) dann natürlich die Stelle des 
Zeichens ih vertritt. Die Zelle + a — R — r z. B. ist 

also = aRr^ und die Zelle =b a -f- Rr ist = aRr\ die 

Zelle +(ai2r) wird =aRr und — (aÄr) = OjRru. s.w. — 
Sind z Maasszähler und bedeuten die Buchstaben a, jB, r 
zu^eich die gerengesetzlichen Urmaasse in den Strahlen a, J2, r, 
80 erhalten diese Urmaasse die aceentf^rmigen Vofzeiehen und 
nioht die Maasszähler, wenn das Zeichen ein vollständiges ist, 

z.B.X'Uj y ' jRf z ' T\ ebenso ist + 3ö, — 4jR, + 2r 
= + (4- 3a), [—Mi], ~- (+ 2ri u. s. w. Werden aber 
die Urmaasse aus dem Zeichen weggelassen, so kann mau, 
wo es nöthig ist, die accentfdrmigen Vorzeichen über die 
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ICaMSzfthler setzen, z. B. 3 2 1. Nicht nOthig ist dies, wenn 
▼iele Fiächenarten oder Strahlenarten (iind namentlich viele 
für jede Zellenart), nach den Zellenarten geordnet, denen sie 
angehören, aufgezählt werden, weil hier einmalige vorans- 
geschickte Angabe der Beschaffenheit der betreffenden Zellen- 
arten genügt. 



So wird z. B. 
die 

Gesamratheit 
der Zeichen 



V 

2a 



K 

E 



V \ 

3a E 
a 2B 
2a 3E 2r 
3a 3^ 2r 



r 
r 



abgektlrzt 
dargestellt 
durch 



a Er 

2 1 1 

3 1 1 

1 2 

2 3 

3 3 



1 

2 

2. 



[vm] Ob ein solches Zeichen ein Flächenzeichen oder 
ein Strablenzeichen sei, zeige ich, wenn es nöthig ist, an dnreh 
Yorsetzmig von F oder a^. 

Von Torzüglicher Wichtigkeit ist die Bezeichnang durch 
einfache, Ifach Igliedrige Zellen besonders fftr solche Qe* 
stalten, welche einspringende Kanten oder Ecken besitzen, 
nnd ddier ist m snch ganz besonders wichtig als Hfllfsmittel 
zn einer Bezddmnng der Zwillingskrystalle, sofern man sie 
als eigenthttmliche Gestalten betrachtet nnd yon der Zusammen- 
setznng ans zwei Indiyidnen absieht. So ist z. B. Fig. 256 
eine gleichstellig 2 endige 2 fach 6gliedrige Gestalt, welche 
zweierlei Arten von Begrenznngsflächen zeigt; die einen, wie 
adßj sind ifach Igliedrige, die anderen, wie«^^/, sind 2 fach 
Igliedrige Flächen; ist nun ^ap = a und ^ig = R und 

4^7(7 = r, so besitzt demnach dieser Körper in jeder ein- 
lachen ifach tgliedrigen Zelle aEr mit dem Verhältnisse 

der Urmaasse a: E:r ~ ^ap : hig : ^ig zwei Flächen, 
die für diese Zelle den beiden Zeichen 112 und — III oder 
+ 1 + 1 + 2 und — 1 + 1 + l entsprechen (wobei die Vor- 
zeichen als solche der Maasszähler gelten). — Keine andere bisher 
bekannte Bezeichnung war im Stande, die verschiedenen 48- 
Fiächner, deren Flächen senkrecht sind auf den 48 Trägern einer 
einzigen bestimmten Trägerart, von einander zn nnterscheiden 
nnd als abgesonderte Gestalten dem Ange gleichsam vorzufahren, 
auf eine Art, wie dies durch S. 35 n. 36 des zweiten Bändchens 
[IX] geschehen ist, nnd doch bietet gerade das Stndinm der 
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hanptaxenlosen Gestalten, wenn man es von dieser Seite an- 
greift, eine überaus reiche Ausbeute für die Gestaltenlehre 
im Allgemeinen dar und ist daher auch für die Krystallkunde 
insbesondere von nicht geringem Interesse. So ist, um nur 
ein hierher gehöriges Beispiel zu erwähnen, der bekannte 
Eisenkieszwilling, den JVeiss zuerst beschrieben hat, anzu- 
sehen als eine Gestalt, welche 1) die Flächen eines 48wan- 
digen Dreieckflächners und 2) die Flächen eines 6X4Fläch> 
ners enthält. Für die einfache, Ifach Igliedrige Zelle aRr 

mit dem MaassverhlltiiiBie V 3 : V| : 1 ist das Zeiehen jener 
SB ^ 1 1 nnd das Zeiehen dieser s= 1 1 l , während das Zeichen 
des 12-Sterzenfläehners, der eine der beiden Zwillingshälften 
darstellt, = 1 und das der anderen Zwillingshälfle 
1 ist. 

Wenn gleieh die Bezdchnnngen einer nnd derselben 
Fläche in ihrer Erstreckung durch die Terschiedenen Zellen, 

im Texte, gewissermaassen nur als Vorbereitungen zur Lösung 
der wichtigeren Rechnungsaul'gaben , die hier vorkommen, 
dazustehen scheinen, so ist doch aus dem eben Gesagten, ver- 
glichen mit den betreffenden Stellen des Textes, ersichtlich, 
dass in der Brauchbarkeit zu diesem Zwecke nicht ihr ganzer 
Werth bestehe, sondern dass sie für die allgemeine Gestalten- 
lehre eine weit grössere Bedeutung haben, die hier nur ge- 
legentlich mit erwähnt werden konnte. 

Das Gerengesetz und die Lehre von der Zeigerfläche an- 
langend glaube ich durch die Art der Darstellung, die ich 
beim Vortrage derselben befolgt habe, und durch die Nach- 
weisung der allgemeinen Brauchbarkeit der Zeigerflächen die 
Wissenschaft einigermaassen gefördert zu haben. Diese Brauch- 
barkeit der Zeigerflächen erstreckt sich natürlich anch auf 
solche Gestalten^steme, bei denen nicht alle Träger za einem 
und demselben gerengesetzlichen Trägervereine gehören, wenn 
gleich hier die Maasssähler nicht rational sein mfissen. 
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KrystalL 

Allgemeiiie Begriffe. 

Orystall; öryatattua; Oristal; Cryaidl. So heisst jeder 
luitflrliche Körper von fester gleichartiger Masse, weleher bei 
der Annabme der ihm jetst zustehenden Besehaffenheit naeh 
eigenthttmlichen, Yon seinem Wesen abhingigen Gesetzen dnrch 
mehr oder weniger vollkommene Ebenen begrenzt wnrde. 

Körper, die zwar eine von Ebenen begrenzte Form be- 
sitzen, ähnlich dem Krystalle, diese aber durch äussere Ver- 
anlassung anzunehmen gezwungen worden waren, können als 
Nachahmunge7i von Krystallen oder als uneigentliche Krystalle 
betrachtet werden. Hierher gehören 1) Ausftlllungen krystall- 
förmiger, leergewesener Räume durch eine Masse, welche für 
sich solche Gestalten zu bilden nicht im Stande sein würde, wie 
diejenige ist, welche sie hier durch den gegebenen Raum, den 
sie erfüllen muss, anzunehmen gezwungen ist [After krystalle 
von Manganerz, Rotheisenstein u. s. w. in Formen, welche vor- 
her von Kalkspathkrystallen eingenommen worden waren u. s. w.). 

2) Krystallförmig gestaltete Massen, entstanden durch Umwand- 
lung oder durch ganze oder theil weise Zersetzung anderer 
Massen mit Beibehaltung der Form, welche diese vor der Zer* 
stömng einnahmen [Pseudomorpnosen von Bleiglanz oder 
Schwefelblei, entstanden aus Krystallen von phosphorsaurem 
Bleioxyde, mit Beibehaltung der Krystallgestalt dieser Substanz). 

3) Durch Mensohenhand absichtlieh gebildete Modelle von 
Krystallen u. s. w. 

Das Wort Krystall (t^vOTakkoq) heisst Eis, wnrde später . 
angewandt znr Bezeiehnnng des Bergkrystalls nnd erhielt end- 
Ueh diejenige Ansdehnnng des Sinnes, in welcher wir es jetzt 
anwenden. 

[2] Die Wissensehaft von den Krystallen heisst KryataU- 
künde (OrysiaUologia). Sie serftllt in die Lehre von den 
mathematisehen Eigenschaften der Krystalle, KrystaJhmeiiney 
nnd in die Lehre von der E^stallisirnng oder Entstehung der 

Krystalle, Krystallogenie, IMe Krystallometrie, insofern sie 
eigenthttmliche Qesetze entwickelt, von denen die verschiedenen 
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geometrischen Eigenschaften der fraglichen Körper abhängen, 
heisst Krystallonomie oder Krystallgesetzlehre. Insofern es 
aber einer der wichtigsten Gegenstände der Krystallometrie ist, 
Krystalle mit Hülfe einer, in Worten oder Zeichen bestehenden, 
Knnstspraclie beschreiben zu lehreo, heiast sie auch Krystalla^ 
graphic. 

Die Krystallometrie hat es sonach zu thun mit Grösse 
und Form der Krystalle und ihrer Tlieiie, der Fliehen, Kanten, 
Ekdcen n. s. w« 

Grösse der Krystalle. 

Die GrOsse der Krystalle von einer und derselben Masse 
ist im Allgemeinen sehr yersdiieden; deshalb sind genaue An* 
gaben darOber Ton geringem Interesse, obgleich es keineswegs 
unwichtig sein dürfte, dass manche Substanzen kaum die Grösse 
einer oder einiger Kubiklinien erreichen, wie z. B. der Diamant, 
während andere bis zu \ Kubikfuss und darüber Kurperinhalt 
haben können, z. B. die Granaten, und noch andere selbst die 
Grösse eines Kubikfusses übersteigen, z. B. der Bergkrystall ; 
während von der andern Seite Krystalle derselben Substanz 
vorkommen, von so geringem Volumen, dasa sie dem freien 
Auge kaum sichtbar sind. 

Grösse der Winkel und Kanten und 
Messung der Winkel. 

Von der Grösse der Krystalle ist natürlich auch die Grösse 
ihrer Flächen und die Länge der diese begrenzenden Seiten, 
bei übrigens gleichen Umständen, abhängig und daher eben so 
veränderlich. Soll aber die Form von zwei Krystallen gleich 
sein und nur die Grösse verschieden , so muss in beiden die 
Grösse der einander entsprechenden Winkel dieselbe sein. 
Messung der Winkel also ist für die Krystallometrie ein Gegen- 
stand von Wichtigkeit Die Krystalle haben nämlich, gleioh 
allen von Ebenen begrenzten Körpern, Kanten (d. h. gegen- 
seitige Begrenzungen je zweier benachbarter Oberflächentheile 
eines Kdrpers in Linien) nnd Edcen (entstehend durch das 
Znsammentreffen Ton 3 oder mehreren Erystallfliolien in 
einem Pm^, in weldiem sieh aneh 3 oder mehrere Kanten 
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[3] Beipacken sowohl als bei Kanten kommt in Betracht: 
1) die Länge der Kantenlinien, 2) die Grösse jeder Kante, 
]l die Qiöase der Neigung der beiden sie bildenden Flächen 
gegen einander, nnd 3) die QxOeie der ebenen Winkel, welche 
je swei in einem Pankte znsamiiientreffende Kantenlinien bik- 
den. Die Grösse der Neigung zweier FlAohen aber vird be- 
atimmt dnrch die Grösse eines Winkels, gebildet von zwei 
geraden Linien, jede in einer der beiden Fliehen liegend nnd 
senkreeht cor fri^liehen Kantonlinie, ans einem nnd demaelbea 
Ponkto erriehtot*). 

In der frflheston Zeit pflegte man die Winkelbeatimmnngen 
an den Kiystallen dadureh yeraonelimen, dati man Seiton nnd 
einaelne Diagonallinien der Fliehen derselben mit dem laikxIL 
maais nnd daraus ebene Winkel nnd Neignngswinkd beregnete. 
Spiter erfand Carangeau das sogenannte AnUge-Ganiometer 
oder Hand-Goniometer (Goniom^tre par application] , mit 
dessen Hülfe Home de VIsle und später Hauy und Andere 
weit genauere Angaben zu liefern im Stande waren, als ihre 
Vorgänger. Dieses Goniometer besteht aus zwei liuealartigen 
Vorrichtungen ah und df^ die der Länge nach mit Spalten gh 
nnd Im versehen sind, welche dazu dienen, eine kleine Axe c 
anzubringen, zur Umdrehung für das eine Lineal df und zur 
Verschiebung beider, um beliebige Verkürzung der Schenkel 
ac und de erzeugen zu können. Das Lineal ab ist mit seiner 
Mittellinie ^X; an einem Arme ck befestigt mittelst der Axe bei 
r und mittelst eines Stiftes bei welcher Arm mit einem in 
Grade getheilton Halbkreise 6- zusammenhängt. Die Befesti- 
gung mnss so sein, dass der Ann cf auf der Ebene des Kreis- 
bogens anfliegt und die Linie nf sieh jedesmal in der Rich- 
tung eines der Radien befindet; ebenso mnss anch die eine durch 
die [4] Mitte der Axe c nnd durch die Mitte des Stiftes bei 
e gehende gerade Linie gk die Punkte des Kreisbogens 0 
nnd 180 mit einander yerbinden. Die Spalte ik in dem 



*} Um die durch Messung oder Rechnunc: gefundene Neigung 
zweier Flächen auszudrucken, dient das Zeichen |l . so dass z. B. 

B = 30° oder mno^mn^ =■ 70° Ausdrücke sind, welche die 
Neigung von A gegen B oder von mno gegen mnp angeben. 

Dasselbe Zeichen gebrauebt man gleichfalls, wenn von der 
Neigung zweier Linien gegen einander die Rede ist und deren 
Durchschnittspunkt nicht mit einem besonderen Buchstaben be- 
zeichnet ist. so wie auch, wenn man die Neigung einer Linie gegen 
eine Ebene angeben will. 
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Lineale a h dient mit zur Verschiebang dieses Lineals an dem 
Stifte bei e. 

Beim Gebrauche hält man den zu messenden Erystall 
in der linken Hand, w&hrend man mit dem Danmen und Zeige- 
finger der rechten das Lineal df bewegt und zu bewirken 
soeht, dass die einander zugekehrten Rftnder der fichenkel ca 
nnd cd beider Lineale den zu messenden Neigungswinkel eiifr* 
Behllessen, nnd da diese Händer eiue kleine Breite haben, so 
benrtheilt man dnreh das Geffihl und doreh das Ange, ob ein 
so ▼olikommenes Anliegen stattfindet, dass Ewisehen den firag- 
liehen Erystallfiftchen nnd den sie berührenden Theilen der 
Lineale kein Liehtstrahl hindurchdringen könne. Die Stelie, 
in welcher sieh dann die sngeschftrfte, in der Biehtnng des 
Halbmessers Hegende, Kante nf des Lineals df befindet, 
giebt die Anzahl der Qrade an, welche der fragliche Neigungs- 
winkel misst. Ist ans irgend einem Gründe die grössere 
Länge der Schenkel ca nnd cd hinderlich, so werden sie 
durch die erwähnte Verschiebung verkürzt; oft ist dann auch 
zugleich der Theil ts des Gradbogens selbst der genauen 
Anlegung im Wege und deshalb ist der Halbkreis bei t ge- 
tbeilt und mit einem Gelenke verbunden; die Feder co ist 
bestimmt, den Bogen ts mit dem andern tr und dem Mittel- 
punkte c in einerlei Ebene zu erhalten. Wird ihre Verbin- 
dung bei o gelöst und sie nach er hin zurtickgeschlagen , so 
lässt sich auch der Viertelkreis ^6- nach tr hin zurücklegen. 
Man hat auch ähnliche Werkzeuge, bei welchen die beiden 
Lineale und die sie verbindende Axe von dem Halbkreise 
zum Behuf der Messung des Winkels abgenommen, mittelst 
einer Schraube bei der Messung festgestellt und sodann auf 
dem Halbkreise wieder befestigt werden können, um die Ab- 
lesung der Grade zu bewerkstelligen. Jedoch scheint jene 
erste Art bei weitem vorzüglicher; mit ihr können bei gtin- 
stigen Umständen die Messungen bis auf \ Grad genau statte- 
finden, wenn einmal die nöthige Fertigkeit in der Handhabung 
derselben erworben worden ist. 

Da es in den meisten Fällen dämm zu thun ist, eine 
annähernde Bestimmung der Winkel zu erhalten, und diesem 
Zwecke durch das Anlege-Goniometer in hohem Grade ent- 
sprochen wird, [5] so wird dasselbe durch kein anderes In- 
strument ersetzt werden können und stets seinen bedeutenden 
Werth behalten. Zu möglichst genauen Winkelbestimmungen 
aber ist dasselbe nicht geeignet. Deshalb wurde von WoüasUm 
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das nach ihm genannte Reflexiom-Goniometer (goniom^tre 
ä reflexion) erfanden. Schon Himy benutzte das Spief^eln 
der Krystallflächen, um die Neigung zweier solcher an emem 
Kiystalie mit der bekannten Neigung zweier Flächen an einem 
anderB durch das gleichaeitige Zufflekwerfen der Liehtstrahien 
von den euDuuider ann&hemd paraUel geelellteii Fliehen zu 
veigleieheB» 

Daa Messen durch Zurflckstrahlung des Lichtes Ton spie- 
gelnden ExystallflAehen beruht auf folgender Betrachtung. Es 
aei Id ein bestinimter Lichtstrahl, der auf eine spiegelnde ^]f; 
Flftche gh )m d auflfiült und unter dem Winkel adb^ldg 
nai^ a hin aurflckgestrahlt wird, so dass die Ebene Ida auf 
dm Ebene gb senlarecht steht; oh sei eiae sweite spiegelnde 
Ebene, die mit hg einen Winkel ghh macht, und die Darch- 
schnittskante bei h sei senkrecht anf der Ebene Ida. Er- 
richtet man in dem Punkte d eine auf die Ebene gb senk- 
rechte Linie ec^ halbirt man den Winkel ghh durch eine 
Linie bc und fällt von c aus eine Senkrechte cf auf die 
Ebene hh^ so ist wegen Gleichheit der Dreiecke hdc und bfc 
die Linie cf= der Linie cd und der Winkel dcf ist die 
Ergänzung von dbf oder gbh zu 180°, weil das Viereck 
dbfc bei d und f zwei rechte Winkel hat. Denkt man sich 
nun in dem Punkte c eine auf die Ebene der Gesammtfigur 
senkrechte Axe, welche der Durchschnittskante der beiden 
Flächen gb und hh paraUel ist, und dreht man um diese den 
Körper, an welchem die beiden spiegelnden Flächen gb und 
bh vorkommen, so dass die Linie cf in der Ebene dcf sich 
bewegend an die Stelle von cd kommt, wahrend augleieh die 
auf cf senkrechte bh diejenige Stelle einnimmt , die vorher 
▼on gh eingenommen wurde, so muss wieder der nämliche 
Lichtstrahl Id in derselben Linie da wie früher in das Auge 
bei a surftckgeworfen werden. Wird also der Winkel dcf 
gemessen, so wird dadurch der gesuchte Neigungswinkel gbh 
gefunden, denn er iat s 180^ — dcf. 

Es kommt also darauf an, irgend eui zu genauer Winkel- 
mossuug taugliches Instrument mit einer Vorrichtung zu ver- 
binden, [6] mittelst welcher der Krystall gehalten und in ver- 
schiedene Stellungen gebracht werden kann, damit die Linie 
der zu mesaenden Kante senkrecht auf die Ebene des in Grade 
geiheiltcn Ejreises gerichtet sm, und wodurch wenigstens an- 
nähernd die Erzeugung eiser solchen Stellung erhalten werde, 
in welcher die beiden Krystallflächen, wodurch die zu messende 
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Kaato febildet Ut, sieh in gleicher Entfenmiig tob der ihnen 
paraUelen linie, welohe in dem Mittelpunkte de» eingethdlten 
Kreises senkreeht «nf denselben gedaeht wird, befinden, und 
endlich, wenn diese SteUnng erreicht ist, ümdrehnng nm diese 
als Axe des Winkelmaasses dienende Linie stattfinden kOnne. 
Das WoUaston'sche Goniometer besteht daher ans einem 
1^1; Gestelle, welches snrei Fflsse d nnd e nnd einen an diesen 
' befestigten Nonins e trägt, aas einem in Grade getheilten 
Ringe ahy befestigt an einer Nabe (d. h. rOhrenfilrmigen Axe), 
in welcher ein kegelförmiger Stift ff, dessen Axe am Mittel- 
punkte des Gradkreises auf der Ebene desselben senkrecht 
steht, drehbar ist. Mit der Aussenfläche der Nabe ruht diese 
Vorrichtung in einer Hülse, die am oberen Ende des Gestelles 
angebracht ist. Die am Kande gekörnte Scheibe k ist an 
der Nabe fest, dreht diese und somit auch den Gradring, 
wobei zu gleicher Zeit auch jener kegelförmige Stift ff sich 
mit drehen muss. Die zweite an dem Rande gekörnte Scheibe i 
dient dazu, den Stift ff allein in umdrehende Bewegung zu 
versetzen, ohne dass der Gradring sich mit bewegt, welcher, 
um diesen Zweck zu erleichtern, oft noch bei x durch eine 
Feder, die am Gestelle befestigt ist, während sie zugleich einen 
Vorsprung der inneren Fläche des Ringes berührt, festgehalten 
wird. Der Stift ff trägt einen Bogen fr, welcher durch ein 
einfaches Gelenk mit einem zweiten Bogen to verbanden ist 
Dieser trägt einen oylindrischen, in der Httlse p drehbaren 
und seiner Länge nach verschiebbaren Stift oo. An das obere 
Ende desselben wird bei h der Krystall mit Wachs befestigt, 
so dass die zn messende Kante annähernd dem Augenmaasse 
nach senkrecht anf der eingetheilten Kreisscheibe sich be- 
findet, wie dieses die Figur zeigt. Das Instniment ist so ge- 
stellt, dass 2 Horizontallinien w nnd v an einem hinreichend 
entfernten Gegenstande mit der Axe ff desselben paratlel 
sind. Durch Drehnng des Griffes t sucht man den Krystall 
abwechselnd in jene zwei Stellungen zu yersetzen, in welchen 
die eine [7] oder die andere der Flächen der zu messenden 
Kante die obere Linie w so abspiegelt, dass ihr Bild mit der 
unteren direct gesehenen Linie v zusammenftUt. Das Ange 
muss dabei der Krystallflftche möglichst nahe sein. Das er- 
wähnte Zusammenfallen wird nicht anf den ersten Versuch 
stattfinden, und man muss alsdann durch Anwendung der 
drehenden Bewegungen, welche der Stift oo in der Hfllse p 
gestattet, und jener Bewegung, die das Gelenk bei r erlaubt, 
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dahin zu wirken suchen, nach nnd nach die Linie der zn 
meüeBden Kante mögliehat ToUkommen senkieeht anf die 
Sbene der KreiaBcheibe m iteUen, indem aladasn aneh beide 
Kanteafliehea auf dieae Ebene aenkreeht aind« 

Ob dieaea ToUkommen gefaiogeii 8ei| erkenat man daiaa^ 
daaa doreh bleaae Umdrelrang dea Qriffea t ea aiOglidi iat, 
abweebaelnd auf der einen ind der andern der Eryatattfllelien, 
welehe die an meaaende Kante bilden, die Linie w Mt ao ab- 
spiegeln an. lauen, daia daaAuge ihr Bild ndt der direet ge- 
sehenen Linie v genan anaanmenlUlend efblieki Die Yer- 
aehiebiiDg des Stiftes in der Hfllse p hat namentlich den 
Zweck, die Krystallkante der Verlängerung der geometrischen 
Axe von // nähern zu können, damit in dem Viereck dcfb ^^j» 
die Seiten de und cj' einander gleich gemacht werden. Man 
sucht daher gleich anfangs dahin zu wirken, das3 die beiden 
Eantenfiächen der geometrischen Umdrehungsaxe des Kegels Jf ^ 
sehr nahe liegen, ohne jedoch in sie zu fallen, und man hat 
dann nur eine kleine Verschiebung des Stiftes oo nöthig, um 
mit hinreichender Genauigkeit die Gleichheit der Entfemangen 
beider Kantenflächen von dieser Axe zu bewirken. 

Ist nun auf solche Weise die richtige Stellung des 
Kjystalls in Beziehung zu den Theilen dea Krystallhalters 
durch vielfach wiederholte Versuche erreicht , so beginnt die 
eigentliche Messung. Der Gradring atehe auf 180^, der Grifft 
bringe den Kryatall in die Stellung, in welcher diejenige der 
KrystaUfliehen, welche bei gleiohmassiger Neigung der Kanten- 
flächen gegen den Horizont, wenn diejenige Kante aieh oben 
befindet, welche dem Beobaehter (der daa Inatnnnent ao yov 
aieb atehen hat, wie ea die Abbildung aeigt) niehi zugekehrt 
ia^ die Linie w abapiegelt, ao daaa daa erwähnte Znaammen- 
fSUlen dea Bildea deraelben mit der Linie v atatt bat Mit 
dem Qriffe k wird sodann [8] Umdrehung bewirkt, bis die 
andere Fläebe dieselbe Lage hat, welebe vorbin die erste ein- 
nahm. Der Grmdkreia bat aieh yorwirta bewegt nnd der 
Nonina zeigt mm anf einen Winkel, welcher um so Tiel klehier 
ist ala 180*^, als derjenige Winkel beträgt, welcher die ge- 
schehene Umdrehung angeben würde. Der mittelst des Nonius 
abzulesende Winkel giebt dann also die Grösse der gesuchten 
Krystallkante unmittelbar an. 

Will man dieses Instrument als Repetitions-Winkelmesser 
benutzen, so stellt man den Gradkreis auf 0°, bringt mit dem 
Griff i die dem. Beobachter unter der oben angegebenen 
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Bedingung zugekehrte Kantenfläche in die erforderliche spie- 
gelnde Lage, dreht dann den Griff k so, dass die andere 
Fläche an die Stelle der ersten versetzt wird, sodann den 
Griff um die erste Fläche wieder an jene Stelle zurtick- 
zubringen, dann den Griff k wieder vorwärts, um die zweite 
Fläche abermals an die Stelle der ersten in die gehörige Lage 
211 versetsen, n. s. f. abweohselnd, so dass jedesmal der Stand 
des Instruments vor jeder neuen Drehung abgelesen wird, 
damit etwaige zufällige Verrückangen des Krystalls dem 
Beobachter, nicht entgehen und er überhaupt im Stande sei, 
wenn er Uber 180^ oder Ober 360^ ein- oder mehrmals hinaus 
misst, die richtige Summe von Graden der wahren Umdrehnng 
£n erhalten*). 

Hftn nimmt hierdurch also eine Anzahl von Messungen 
einer und derselben Kante vor, fflr welche man als Summe 
eine Mittelgrösse erhält, die mit der Ansahl der Beohachtungen 
dividirt em Besultat liefert, welches mit dem w^en Werthe 
der gemessenen Kante um so näher übereinstimmen wird, je 
grösser die Anzahl der möglichst sorgfältig angestellten 
Beobachtungen ist, indem hierdurch die etwa vorgekommenen 
kleinen Fehler sich gegenseitig aufheben. Bei einiger Uebung 
in dieser Art von Messung mit einem gut gearbeiteten Gonio- 
meter und bei einer zweckmässigen Wahl der beiden Parallel- 
linien, von denen [9J die eine die gespiegelt werdende und 
die andere die bei der Beobachtung direct gesehene ist (be- 
sonders hinsichtlich des Grades der Erleuchtung, die für die 
obere stärker als für die untere sein muss] *''^), kann man es 



* Auch kann man den Stand des Instruments vor jeder neuen 

Messung um etwa 10 Grade vorwärts verrücken und so nach und 
nach V'o" oder 36 Messungen einer und derselben Kante vornehmen, 
deren jede gleichsam einem neuen j^uilpunkte des Instruments 
entspricht 

**) Man wählt deshalb am besten einen Qaerstab an einem 

Fenster des Zimmers, in welchem die Messung vorgenommen wird, 
oder vielmehr die Grenze zwischen ihm und der Glasscheibe als 
gerade horizontale Linie, die von der Krystallfläche gespiegelt 
werden soll, und eine unter demselben Fensler an der Wand damit 
parallel gezogene Linie von der erforderliehen Stärke, dass sie mit 
ficeiem Auge auf 8 bis 10 Fuss Entfernung deutlich gesehen werden 
kann (am besten eine schwarze Linie auf weissem Grunde), und 
von einer Länge, die 4 und mehr Fuss beträgt, welche dient, um 
direct gesehen zu werden. Wegen der besseren Beleuchtung dieser 
unteren Linie sind die Messungen wo möglich in einem Eckzimmer 
vorsuBehmen, das von swei Seiten Licht erhält. 
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daluB briagett, dass die «insebien Beobaelitimgeii Tom einem 
aoleheii Mittel ms vielen Meaenngen nm nur 4 bis 5 MittatoB 
yersehieden rind^). 

[10] Der gröaate Grad von Genauigkeit wird aar daan 
emicdit^ wenn alle Beobaebtangsregeln gehörig befolgt sind, 



*) Von der Richtigkeit des Grades der Beleuchtung and von 
der hierdurch bedingten Schärfe der Beobachtung über das genaue 
Zusammenfallen der Bilder hän^'t die Kichtigkeit einer Messung in 
weit höherem Grade ab, als von der grösseren Entfernung der zum 
Yisiren dienenden Bilder. Namentlich muss hinsichtlich des un- 
teren Gegenstandes alles, was Blendung des Auges Temrsaeben 
kann, mOgliclist sorgfiUtig vennieden werden. Man mnss sn be- 
wirken suchen, dass das von der Krystalltiiiche gespiegelte und 
das direct gesehene Bild in gleichem Grade dem Auge deutlich 
erscheine; dass aber die grössere Entfernung der beiden Visirlinien 
tc und V von geringerem Einflüsse ist, als man denken sollte, er- 
giebt sich aus folgender Betrachtung. 

Ein Strich von etwa 1 Linie Breite ist auf eine Entferanng 
von 8 — 10 Fuss noch deutlich erkennbar, und wenn also die Grenze 
des gespiegelten Bildes von w einigermaassen deutlich ist, so wird 
nicht leicht ein Fehler von A Zoll an der wirklichen Congruenz 
beider Bilder stattfinden dürfen, den man nicht beobachten sollte. 
Es ist aber j4t : 8 « < Tang. 3' indem Tang. 3' nngefShr 



Lage auf eine spiegelnde Flüche sp so einfällt, dass er mit ihr 
einen Neigungswinkel Ics — a -\- b macht, so ist der Winkel Icv, 
den die Verlängerung cv des zurückgeworfenen Strahles co mit 
dem eingefallenen Lichtstrahle Ic bildet, Mi2a + 26. Tritt an die fis. 
Stelle des Spiegels ap ein anderer der nicht ganz mit der 2if. 
Lage, die jener vorher einnahm, zusammenfällt, sondern bloss einen 
Winkel = h mit dem einfallenden Lichtstrahle Ic bildet, so wird 
auch hier der Winkel [XO] Icv' zwischen der Verlängerung cv' des 
zurückgeworfenen Lichtstrahls co' und zwischen dem einfallenden 
Lichtstrahle c/s25 sein, folglich der Winkel Icv' von dem 
Winkel lev nm 2 a verschieden sein. Stellt daher a den Fehler 
vor, den die 2te Kr^stallfläche macht, wenn sie nicht genau ipt 
der Stelle zusammenfiillt, welche vorher die erste einnahm, so ist ein- 
leuchtend, dass dieser Fehler als verdoppelt sich zu erkennen geben 
wird. Setzt man daher 2a == 3 Minuten, so ist die Grösse dieses 
Fehlers a» 1,5 Minuten, der, wie leicht einzusehen, nicht leicht 
stattfinden kenn. Dagegen kommt es weit mehr anx genaues Zu- 
sammenfallen der beiden BUder an , dessen Beobachtung dadurch, 
dass bei grösserer Entfernung die Ränder des gespiegelten Bildes 
sich gleichsam verwischen, schwierig wird, indem bei vielen 
Krystallen ein noch ziemlich deutliches Bild z. B. von einer Fenster- 
sprosse bei 6 — 8 Fuss Entfernung gesehen wird, das bei 12—16 Fuss 
Entfernung bereits ganz nnslohtbir ist, indem die S^ke des 
Lichtes, also die Schürfe des Bildes» abnimmt im VerhiOtBist des 
Quadrates der £nt£emnngen. ' 

Offtmia*! Klanikir. 88. 2 
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und luuiieiifUeli anoh Jeoe (gagen wdehe «m hiaigstoB g»- 
«lladigt sn wordM pitogt), daat man eiae mSgliclist geiuiii« 
GidoUieit der En^enmng beider Krystallflldies toh der 
geometriBclieB ürndrehiuigBaze des Gradringes auttelst Yer- 
gchiebnog des Stiftet oo in der Hlilse p aa erreiehea lieh 
bemUhen moss. Dass die Erystallfliehen yoUkommen glatt 
and spiegelnd sein mllssen, vena man dne genaae MeBsaag 
aamatellen wflnseht, Tereteht deh wob! Ten selbst. 

^ Was die Anwendung von FernrObren mit Fadenkreuz bei 
diesen Messungen an Kry stallen betriflft, so scbeint sie nicht 
in dem Grade, in welchem man es erwarten sollte, von Vortheil 
zu sein. Um dieses und zugleich den Grad von Genauigkeit, 
welchen solche Messungen verstatten, zu versinnlichen, möge 
folgende Zusammenstellung von Messungen der Kante an einem 
Quarzkrystalle, welche Kupffer*) angestellt hat, dienen. 

Eigene Messungen, angestellt mit einem sehr guten JVoUa^ 
Ä^ow' sehen Winkelmesser, der von Apel und Lüders in Göt- 
tingen [11] gefertigt ist**) und einen Nonius hat, welcher 
nicht hloss Verschiedenheiten von 3 zu 3 Minuten, sondern 
von 1 zu 1 Minute angiebt, weichen unter einander nur um 
höchstens 6 Minuten ab, so dass Abweichungen vom Mittel 
aas vielen Messungen nur 3 Minuten betragen. 

1) Messungen ohne Fernrohr: 



Anzahl 




Grösater 


Kleinster 


der 


Mittlerer Werth 


beobachteter 
Werth 


beobachteter 


Beobaehtnngen 




Werth 


32 


46*^ 15',4 


46® 21' 


46*^ 12' 


78 


46** ll',9 


46® 16' 


46® 5' 


30 


46® 13',7 


46® 19' 


46° 11' 


39 


46<* 1«',1 


46® 22' 


46® 11' 


t 39 


46^ 15',0 


46® 20' 


46® 10' 


39 


46® 13',9 


46® 22' 


46® 5' 


39 


46® 17',0 


46® 23' 


46® 11' 


39 


46® 16',4 


46® 20' 


46® 12' 


39 


46® 17',0 


46® 22' 


46® 12' 


39 


46® 16',0 


46® 23' 


46® 1 r 



*) Vergleieh» dessen grtedliehe Preissohrift: Ueber genau» 
Messung der Winkel von Krystallen. 

**) Der Künstler hat die Gradtheihm^ auf der ebenen Kreis- 
fläche und nicht auf der Cylinderfläche angebracht, wodurch die Ein- 
theilnng schärfer und richtiger geworden ist, als sie sonst sein würde. 
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Anzahl 
der 

Beobachtungen 



Mittlerer Werth beobachteter beobachteter 



GrÖBSter Kleinster 



Werth Werth 



39 
39 
39 



46° 16',0 46** 18' 46** 14' 

46«* 16',3 46** 19' 46** 12' 

46** 17\3 46** 20' 46** 15', 



Zu denen, die am frühesten genaue Messungen mittelst 
Reflexionen der Lichtstrahlen von Kry stallen anstellten, gehört 
Malus, Er bediente sich des gewöhnlichen horizontalen Re- 
petitionskreises. 

Verdienste um Vorschläge zu Reflexionsgoniometern, die 
mehr oder weniger von dem Wollaston'^cheu. verschieden sind, 
[12] haben sich erworben JfMwcÄe *j, Rudberg*^)^ BieBe***) 
und Andere. 

Genaue Winkelmessungen an Krystallen in bedeutender 
Anzahl haben besonders geliefert: Malus^ Wollaston^ Breie-* 
sierj Brooke, Phillips, Mohs, Breithaupt^ Haidinger^ Kupffer^ 
Gustav Bose uid Andere. 



Eine wissenschaftliche l^enntnisa von den Formen der 
Krystalle, die allen Anforderungen genügt, setzt voraus, dass 

man mit den allgemeinen Principien vertraut sei, welche die 
Gestaltenlehre bei Untersuchungen der verschiedenen mög- 
lichen Gestalten überhaupt zu befolgen hat. Da diese Princi- 
pien jedoch in Werken über reine Mathematik noch nicht so 
bestimmt ausgesprochen sind, indem die allgemeine Gestalten- 
lehre in der Ausdehnung, wie sie jetzt vorliegt, eine noch 
jugendliche Wissenschaft ist, so müssen sie hier erst ent- 
wickelt werden, um sodann die Anwendung derselben auf die 
Kiystallgestalt^ folgen zu lassen. 

*) Beschreibung eines Repetitions-Goniometers von G. JV. 
Muncke in v. Leonharde mineralogischem Taschenbuche. XIII. 438. 
^ KoBtner^B AtMt X. 461. 

***) Vorschläge zu einem neuen Goniometer, mit welchem man 
sowohl spiegelnde als matte Krystalle so genan, als es die Natur 
ihrer Oberfläche nnr gestattet» messen kann n.s. w. von F. C.v. Bieae. 
Bonn 1829. 
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I. Tm den FHdim imd ebom StrftUeiis jBteiiiM. 

Jede Fläche, abgesehen von etwaiger Begrenzung der- 
selben, theilt den unbegrenzten Kaum in wenigstens zwei 
Stücke, ist also Grenze für jedes dieser liaumstücke. 

Die Art und Weise, wie sie Grenze für eins von zwei 
durch sie getreimteB Banmstücken ist, heisst ihre eine Flächen- 
seite [superficies planij. Jede Fläche hat also (ohne Rück- 
sicht auf ihre Begrenzung) zwei Flächenseiten. Bei einem 
Kugelflächenstück z. B. ist die eine Flächenseite hohl^ die 
andere erhaben, bei der Ebene sind beide Flftchenseiten Ton 
gleicher Beschaffenheit, d. h. eben*). 

[18] Jede FUehenaeite einer gins oder theilweise durch 
Linien begrensten Fläche, gewöhnlich einer EbenCi heisse ein 
Bild Ifigura), Das Bild, welches die eine Fläehenseite einer, 
begrenzten Ebene darbietet, heisse in Beziehnng zu dem, 
welches die andere Fiftehenseite zeigt, das GegetMld Ton 
diesem nnd umgekehrt dieses das Gegenbild yon jenem. 

Wenn man tob allen Winkeipnnkten eines Bildes senk- 
rechte Linien zieht nach einer in derselben Ebene liegenden 
geraden Linie, diese Senkrechten über die erwähnte Linie 
hinaus verlängert, jedesmal die Verlängerung gleich dem Ver- 
längerten macht und die Endpunkte der Verlängerungen zweck- 
mässig durch Linien verbindet, so entsteht ein neues Bild, 
das mit dem Gegenbilde des gegebenen übereinstimmt. Zwei 
Gegenbilder, die in einer solchen Stellung mit einander ver- 
bunden gedacht werden, heissen Nchengegc7ihilder. Das Drei- 
lll eck a'h'c ist ein Nebengegenbild vom Dreiecke abc und 
umgekehrt. 

Fig. Wenn von zwei Bildern a und b das eine a an die Stelle 



^ ' des andern h gesetzt werden kann, so dass kein Unterschied 
vorhanden ist, so sagt man, das eine a sei das Fbenbtld 
des andern sei dem andern ebeiibildlich gleich oder con- 
gruent, verhalte sich zu dem andern ebenbildlich u. s. w. Das 
Zeichen für das Ebenbildlicbsein ist z. B. a ^ b. Ist da- 
Fig. gegen das eine Bild a gleich dem Gegenbilde . des andern 



*) Das üntersebeiden der beiden Fläehenseiten einer Fläohe 
ist besonders wichtig in. der Körperlehre, denn wenn man von der 

Oberfläche eines Körpers spricht, so versteht man darunter sehr 
oft nur die äussere Flächenseite dieser Oberfläche, weil sie es iat, 
die den Sinnen bei der Betrachtung zunächst sich darbietet 
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80 sagt man, die Mdeii Bilder m und b vaikiiten lieh gegei^ 
küdUe&f aaiea giegoiliildlidi glttoh^ i^n Clegenl^er; das 
Zeichen des GegenbüdliehBeiBS ist |={, z.B. a |={ h odrär das 
Dreieek 0bc |=s| a'Ve\ Es sMea bj Cj d Tier Bilder und 
a |8Bs| h und & |={ e und c |=| ao iat andi a S c ud 
6 S <^ und a 1=1 

Wenn ein Bild dweh «ine gerade Linie so in awei Tfaeile 
zerlegt werden kann, dass sieh diese heiden Theile gegenbild» 
lieh zn einander verhalten, so müssen anch die Gegenbilder 
der beiden Hälften sich zu einander gegenbildlich verhalten. 
Ist nun auch die Verbindnngsart der beiden Theile des Bildes 
so, dass dieselben sich zu einander als Nebengegenbilder ver- 
halten, [14] so wird dieses auch auf der andern Flächenseite 
des Gesammtbildes auf dieselbe Weise der Fall sein, und es 
ist dann das Gesammtbild seinem Gegenbilde ebenbildlicb. 
Das Gesammtbild a e wird durch die Linie h d in zwei Hälften ^ 
getheilt, die sich zu einander '— ' verhalten. Die Gegenbilder 
beider Hälften verhalten sich gleichfalls zu einander =J, aber 
die Verbindung beider Hälften ist nicht so, dass x ein Neben- 
gegenbild von y ist. Das Gesammtbild ahd dagegen wird ^ 
durch die Linie ho in zwei Hälften getheilt, ao dass x das 
Nebengegenbild Ton y ist Das Gegenbild von es heisse x\ 
muss daher anch in dem Gegenbilde von das durch %f 
bezeichnet werden mdge, sieh ala Nebengegenbild yerhalten. 
Hier iat also: 

« Nl y 

y' i-l y 

folglich X y\ 

Ebenao ist xj =={ x 



folglich 




ond endlich x und y zusammengenommen ^ mit y* und ixf 

zusammengenommen . 

Umgekehrt, wenn ein ebenes Bild seinem Gegenbilde 
ebenbildlich ist, so giobt es auch wenigstens eine gerade Linie, 
welche dasselbe in zwei Hälften theilt, die sich wie Neben- 
gegenbilder verhalten. Es sei AB ED irgend ein beliebiges 
Bild, das seinem Gegenbilde ebenbildlich sein soll. Beschreibe 
ein Nebengegenbild desselben ahed^ ziehe im gegebenen Bilde 
irgend eine gerade Linie und die dieser entsprechende Linie 
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im NobtDgegeDlMide, lege dm NebengegenUld so auf das ge- 
gebene BUd, dtts beide sich decken, so sind nnn folgende 
Fälle möglich: . 

1) Die gezogene Hülfslinie im Gegenbilde f^llt zusam- 
men mit jener ihr entsprechenden im gegebenen Bilde, und 
zwar: 

a) so, dass die gleichnamigen Enden beider auf einander 
fallen, wie z. B. die Linie MN mit der Linie mn so zu- 
sammenfällt, dass M und w, N und n sich decken*); es 
werden dann m.,,h,,.n und M,,. D .,»]S^ m,,,d,.,n and 
Jlf...j8...iV sioh decken. Es ist also: 

[15] tn...b...n S M...D...N 

aber m ... b .,,n \=\ M...B...N^ 

M...D...N\^\ M...B...N. 

Zieht man eine beliebige, durch irgend einen Punkt B in 
MN auf MN senkrechte Linie PQ, so wird die entspre- 
chende Linie pq im Gegenbilde gleichfalls senkrecht auf ?nn 
sein müssen, und da f?ir = MB und der Winkel m7'q = 
MBB =90", so werden auch bei dem oben erwähnten Auf- 
einanderliegen beider Bilder die Punkte q und P, p und Q 
sich decken. Es ist also: 

q ^ P 

aber g \=\ Q 

und ebenso 

FB H QE. 

Da nun dasselbe gilt fflr jede mit FQ parallele Linie, so ist 
M.., D ...N das Nebengegenbild von M. ..B...N und MN 
die Linie seibat, welehe die Tbeilnng in zwei Nebengegonbilder 
bewirkt; 

b] 80, dass die ungleichnamigen Enden beider auf ein- 
ander liegen, wie z. B. die Linie FQ mit der Linie qp bo 
sogamme^allen würde, dass F und ^, Q und p sieh deekea. 



*) Dieses ist für zwei Bilder bloss auf einerlei Weise mög- 
lich» wShrend bei zwei Ebenen es auf zweifache Weise denkbar 
ist, nämlich einmal so, dass das Bild ABED Yon dem Bilde 
ahed gedeckt wird, während es das andoiemal Ton demGegenbilde 
von üh^d gedeckt wird» 
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Der Halbirungspunkt It der Linie PQ ist dann der einzige 
Punkt dieser Linie, welcher mit dem ihm gleichnamigen 
Punkte r in der gegenbildlicben Linie pq zusammenfällt*). 
Ziehe die MN durch den Punkt JL aeiUareeht auf PQ und 
im Nebengegenbilde durch r die mn eeakrecht auf pq^ so 
wird bei dem Biehdeeken beider Figmeii wegen dei 2temmeB- 
fallena von PR mit qr und R mü r und wegen der rechten 
Winkel bei jB md r die Unie mn mil MN mmmaienfallen 
niaeen, nnd siw ao^ daia der In qap liegende Pnnki «i mit 
dem in PAQ liegenden Punkte M, [16] mithin n mit iV^ 
maimmenftU^ Mglioh, gemles 4em Feile a), die Linie MN 
eino aeMe iirt, die dni Bild AB ED in iwd nebengegenbüd- 
lifllw HUAen theüt 

2) Die gezogene Hfllfslinie im Gegenbilde Mit nicht su- 
eammen mit der ihr entsprechenden Linie im gegebenen Bilde, 
sondern 

a) sie schneidet sie so, dass also in jedem der beiden 
Bilder zwei derartige Linien vorhanden angenommen werden 
können, die vier Winkel um einen Scheitel bilden. TF" sei 
eine solche Linie und 2" V die andere, welche mit der neben- 
gegenbildlichen Linie jener, nämlich mit tv zusammenfällt, 
wenn beide Bilder sich decken. Die entstehenden Durch- 
Bohnittspunkte R und r decken sich, wenn beide Bilder auf 
einander Uegeni und es ist 



Halbirt man den Winkel TRT' durch eine Linie -KiV oder 
3fiV, so ist MN eine solche Linie, die = ihrer gegeubild- 
. liehen Linie mn ist (weil es fttr einen bestimmten Winkel 



*) Dtesee ist flr üMi^t/ier Moes auf dnerlel Weise, nimHeb 

80 mOglicb, dass o...a...p mit P...^...Q suaammenfSUt n. s. w.; 

denn der 2te Fall (welcner bei Vergleichung zweier begrenzten 
Eheneri muglich wäre), gemäss welchem q...a...p und P.. E...Q 
sich decken würden, fordert, dass für eines der beiden genannten 
FiMeheaBtnete q.,,ü..,p oder P„.JS,,. Q, i.B. fttr 
mithin fttr die ganze Flache a ... 6 .......ei, von welcher es einen 

Theil ausmacht, Umkehrung, d. h. Vertauschung der beiden FlSehen- 
seiten stattfände, wodurch also das Gegenbild von a ... h... e ...d 
(mithin das Ebenbild von A...B...E...D) und nicht a... h..,$*,,d 
selbst mit A...B...E...D verglichen werden würde. 
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nur eine einzige Linie giebt, die ihn halbirtj, auch muss der 
Punkt Nj welcher innerhalb der Schenkel des Winkels TM T' 
liegt) bei dem Anfeinanderliegen beider Fignren znsammen- 
faiien mit dem Punkte welcher im Nebengegenbilde die- 
selbe Bedentang hat. Die Linie MN hat mithin die Eigen- 
sohaffc wie im Falle 1) a], bewirkt also aneh die fragliche Thei- 
long der Figur ABED in swei Nebengegenbilder; oder 

b) sie ist ihr patalleL Bs ist dieses der Fall a)| wenn 
man den Winkel TRT' immer kleiner werdend denkt, so dass 
auletst beim ParaUelsein von TV mit TT' er 0 wird. 
Eine zwisehen diesen beiden parallelen Linien in gleiehem 
Abstände von beiden und mit ihnen parallel hinlaufende Linie 
ist dann diejenige, welche die Theilnng des Bildes in zwei 
nebengegenbildliehe H&lften bewirlct 

Jedes Bild ist nun entweder seinem Oegenhilde ehen^ 
Flg. bildlich oder nicht. Wenn ein Bild a einem andern b eben- 
bildlich und auch dem Gegenbilde von b ebenbildlich ist, so 
ist es dem b eboibikUich und gegenbildlich zugleich^ ist das 
ebenbildliche Gegenbild von b. Dieses setzt voraus, dass ^ 
jedes der beiden Bilder a und b seinem Gegenbilde ebenbild- 
lich d. h. congruent [17] sei. Zeichen für das Ebenbildlich- 
gegenbildlichsein ist z. B. a b. 

Für 2 einander gleiche Bilder oder Theile von Bildern 
giebt es demnach folgende Arten des Gleiohseins oder Gleich- 
werthigseins hinsichtlich auf Form: 

1) die beiden Bilder sind einander ebenbildlich und gegeu- 
bildlich zugleich, z. B. a ^ b^ 

2) nicht, dann sind sie einander entweder • 
A. bloss ebenbildlich, z. B. a ^ o», oder 

22o! B. bloss gegenbildlich ; so ist a |=| b und das Dreieck 

218. abc |=! dem Dreiecke a'b' c\ 

N&here Untersuchungen der Eigenschaften einer Fiftche 
mflssen nun auch zur Vergleichnng der Theile derselben unter 
einander führen, wobei zu achten ist auf die Menge von Thei- 
len, die als gleichwerthige sich erkennen lassen, und auf die 
Art dieser Gleiohwerthigkeit: Theile einer ebenen Figur kennen 
aber einander gleiohwerthig sein in Beziehung anf ihr Verhalten 
an irgend einem gegebenen Punkte innerhalb der Fläche, oder 
abgesehen hieryon, d. h. als Theile der Figur an sich. Denkt 
man sich irgend eine gegebene Figur und einen in ihr gegebenen 
bestimmten Punkt e und errichtet aus ihm eine Linie senkrecht 
znr ebenen Figur, ohne sie Uber den Punkt c hinaus zu ver- 
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län^ern, so dass sie also bloss auf der einen Flächenseite der 
Ebene aufsteht, und nennt diese Linie die Normale für den 
Punkt c, so kann man sich auch noch eine 2te solche Figur 
denken, die nebst der dazu gehörigen Normale so beschaffen 
ist, dass, wenn beide Normalen und beide Ebenen zusammen- 
fallen, auch em Stellung, welche dieser BedjjDgnng entspricht, 
f ar die 2 te Figur möglich ist, in welcher sie die gegebene deckt 
Diese 2te Fignr mit ihrer Normale kann gebraucht werdeOi 
um mittelst ihrer die Theile der gegebenen Fignr in fieaieiinng 
anf daa Qleieliartige ikres Hemmliegeni nm den gegebenen 
Fnnkt zvl nniennchen, nnd heiaat. darum Vergleichung^figw 
te gegebenen. Die Verg^ei^nng gaaehielit dndnzehi dai» man 
die mit te Yergleielinngsfigttr aich deckende gegebene Fignr 
nm die gemeinBclultliehe rnhig Ueibende Noimale ao dräit, 
wie ein Bad nm seine Aze^ während die Yer^eiehnngsfignr 
ibre Siellmig nnverindert bebilt, d. b. nnbewegt bleibt Sa 
wird dann während der ganzen ümdiebnng die Ebenei in 
weleher die gegebene Figur liegt, stets snsammenfallend bleiben 
mit der Ebene, [18] in welcher die Vergleichungsfignr liegt. 
Man achtet dann auf die Anzahl der unter den angeführten 
Bedingungen möglichen Stellungen der gegebenen Figur, in 
denen sie die ruhig bleibende Vergleichungsßgur deckt (mit 
der Vergleichungsfigur sich in identischer oder ebenbildlicher 
Stellung belindet), wobei die nach jeder ganzen Umdrehung 
eintretende Stellung, als mit der ursprünglichen Stellung voll- 
kommen übereinstimmend, nicht als eine besondere Stellung 
betrachtet wird, so dass beide nur für eine Stellung gezählt 
werden. Das hierdurch erhaltene Resultat heisst dann, allge- 
mein ausgedrückt: Jedes gegebene Bild habe^ i?i Beziehung 
zu der gegebenen Normale^ p identische Stellungen einer 
bestimmten Art^ wo p eine ganze Zahl bedeutet. Da die 
nrsprfingliche Stellung an sieb willkürlich ist, so ist bei einem 
derai'tigen Bilde, in Bezielmng anf die bestimmte liormale, die 
Ansaiil identischer Stellungen ven jeder Art = p. Man sagt 
auch, das Bild habe, in Beziehung anf die Normale, p iden- 
tisebe Stelinngen jeder Art So hat z. B. ein Bild des gleich- 
seitigen Dreiecks in Besiehnng auf die in seinem Mittelpnnlcte 
anfrtebende Normale ein solobes des Bbomboids, in Be- 
sielinng anf die in seinem lOttelpnnkte anfstdiende Normale^ . 
2 ebenbüdliebe Stellnngen jeder Art. . . 

Wenn zwei Pn^[te oder Tbeile A nnd B eines ebenen 
Bildes binsiebtlieb anf ibr Verbalten tn einem in diesem Bilde 
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fiagettden gegebenen Ponkte C und snm Bilde ielbtt, in wel* 
ehern rie liegen, so mit einander llbereinetnmien, dan der eine 

A in einer Stellung des Bildes, welche durch Ümdrehnng um 

die Normale des Punktes C erhalten wurde, an dem Orte sich 
befindet, den in der ursprünglichen Stellung der Punkt oder 
Tbeil B einnahm, wahrend zugleich diese neue Stellung des 
Bildes eine der ursprünglich gegebenen ebenhüdliche Stellung 
ist, so sagt man, die beiden Punkte oder Theile A und B 
seien einander ebenbildlich hinsichtlich auf ihr Verhalten 
zu dem Punkte C, seien durch Umdrehung des Bildes um 
den Punkt C mit einander vertauschbar. 

Jede ebene Figur hat unendlich viele Normalen, in Be- 
ziehung zu welchen es für sie zu jeder bestimmten Stellung 
keine andere ebenbildliche giebt. Wenn eine ebene Figur eine 
Normale hat, in Beziehung zu welcher sie 2 oder mehrere 
ebenbildliche Stellungen jeder Art gestattet, so hat sie keine 
andere Normale ausser dieser, in Beziehung zu welcher sie 
gleichfalls [19] zwei oder melirere ebenbildiiche Stellung^ 
gestattet. Die Figur hat dann einen einzigen bestimmten 
Mittelpunkt^ und die Normale, welche in diesem Mittelpunkte 
anfateht, ist die einzige, in Beziehnng auf welche dem Bilde 
awei oder melir ebenbildiiche Stellangen jeder Art eigen sind. 

Wenn 2 Punkte oder Theile A nnd B eines ebenen 
BÜdea euiander ebenbildlich irind| hinalehtiieh anf ihr Verhalten 
an irgend einem Pnnkte O in diesem Bilde^ der nidit Mittol- 
pnnkt der Fignr ist, so sind sie nach einander ehenbildlioh 
hinsichtlich anf ihr Verhalten zum Hittelpnnkte, d. k sie aind 
ala Theile der Fignr selbst einander ebenbildlich. Von dnem 
BüdC; welches, hi Beziehnng an der in sdnem Ifittelpnnkte 
anfstehenden Normale, p ebenbUdli^e SteUnngen jeder Art 
hat, sagt man, es entspreche einem p gliedrigm ebenen Strahn 
lensystemej sei eine pgliedrige ebene Figur, ein jögliedriges 
ebenes Bild; denn die Anzahl der in einem solchen Bilde 
denkbaren ebenbildlichen, vom Mittelpunkte ausgehenden Struh- 
lig. len jeder Art ist =j9. So ist in den Abbildungen jede der 
230.* Figuren a, b, c und a, 5, c, c?, e eine 2gliedrige ebene Figur 
231 u. [ßgura binoradiata) ; jede der Figuren ö, c und a, 5, c 
eine 3gliedrige (ßgura ternoradiata)\ jede von den Figuren 
232.* a und b und a, b^ c eine 4gliedrige (ßgura quaternoradiata) 
u. 8. w. Für /? = 1 entsteht die Igliedrige ebene Figur 
[ßgura singuloradiata); hierher gehören z. B. die Figuren 
236. bf Cf d und a, 6, c, d u. s. w. 



Digitized by Google 



Krj^t&llometrii}. 



27 



Ein /»gliedriges Bild h&t sonaek p ebenbildlicbe Theile 
jeder Art. 

Eine zweite Art der Vergleichnng der Theile eines ebenen 
Bildes hinsichtlich ihres Verhaltens zu eiiiem in diesem Bilde 
gegebenen Punkte hat den Zweck im imtersnchen, ob nioht 
TlieUe vorhanden sind, die in der genannten Benehnng sich 
m den der Yergleichnng nnterworfenea Tiieüen gege7ih%ldlich 
▼ei^lten. Sie gesehieht dadurch, das« num eis Hnlfsfigur oder 
VergleiohmigBfigu das Gegenbild der g^benen Figor äeli . 
dankt mit der entopreehenden Normale nnd daaa man sodann 
dieaa HilfiiigBr nebst flmr Normale so stallt, dass die Nomale 
der gegebenen FIgnr ndt der Normale der fiflIMgiir msam- 
»enftltt nnd au ^eieher Zeit die Ebene, in velidbor die ge* 
gebene Fignr liegt, mit der, in weldher die BBlftignr li^ 
insamnienOfllt, nnd sodann, wenn es nOÜiig ist, dnreii Diehnag 
^or gegebenen Fignr nm die gemeinscluälliolie Normale co^* 
forscht, ob unter den [90] nunmehr stattfindenden Bedingungen 
eine Stellung der gegebenen Figur möglich ist, in welcher sie 
mit dieser unbeweglich gebliebenen Hülfsfigur ebenbildlich 
erscheint. Dieser Fall kann nur eintreten, wenn das gegebene 
Bild seinem Gegenbilde ^ ist. 

Wenn von 2 Theilen A und B einer gegebenen Figur 
der eine A bei dieser Vergleichungsart zusammenfällt mit dem 
Theile B' der Vergleicbungsfigur, welcher zu dem Theile B 
der gegebenen Figur sich gegenbildlich verhält, so müssen 
auch A und B in der gegebenen Figur einander gegenbild- 
lich sein hinsichtlich auf ihr Verhalten zn dem Paukte, in 
welchem die gegebene Normale aufsteht. 

Wenn 2 Punkte oder Theile A und B eines ebenen Bildes 
einander gegenbildlich sind in Beaiehnng auf ihr Verhalten 
an einem in diesem Bilde liegenden gegebenen Punkte C, so 
mtlssen sie auch einander gegenbildlich sein in Beziehung 
auf ihr Verhalten znm Mittelpunkte der Figur, d. h. als Theile 
dar Fignr salbst einander gegenbildlioh sein. Die Theile qor, ^ff, 
uop, 9oi des Büdeac sind ^ Jeder aber veiliält sich \-=s\ 
an jedem der Theüe «or, uoi nnd qop^ die nnter sioJi wieder 
sind« Da eo nnn einlenehtend ist, dass Ton jeder jigiiedrigen 
Fignr aneh das Gegenbild eine /^gliedrige Figur sein mnss, 
so ist anoh ersiohtlieh, dass eine Figur, welehe nebat der 
Normale eines bestimmten Pnnktes o derselben ihrem Geg«n* 
bilde Mnsiehtlieh anf ibr Verhalten in der Normale d es itfb e n 
Punktes e'' ^ ist, angesehen werden könne, als seien in ihr 



28 



Job. Friedr. Ohiiitifta Heuel. 



gleleliBaoi 2 einseliie /»gliedrige Strahlensysteme ▼«reinigt, von 
denen das eine sieh znm andern gegenbildlieh Terhftlt, nnd 
dass man daher eine solche Figur eine Ifach pgliedrige 
nennen könne. So ist z. B. jedes der Bilder a, c/, e ein 
2 fach 2gliedriges [figura dupliciter btnoradtata) ] jede der 
231. Figuren a, b, c eine 2 fach 3gliedrige [figura dupliciter terno^ 
282. radiata)\ jede der Figuren ö, b^ c ist eine 2 fach 4gliedrige 
(figura dupliciter quaternoradiata). Die Bilder aber, welche 

227. durch b^ c dargestellt sind, sind Ifach 2gliedrige [figura 

228. simpliciter bifwradiata) ; die Bilder b nnd c sind 1 fach 
3gliedrige [figura simpliciter ternoradiata) und so weiter. 

Auch bei der 2 fach p gliedrigen Figur ist für p = 2 
oder grösser der Punkt in welchem die berücksichtigte 
Normale aufsteht, der Mittelpunkt derselben. In jeder 2 fach 
^f; 3 gliedrigen Figur z. B., wie a oder c, sind vom Mittelpunkte 
ausgehend [21] möglich: 3 Strahlen op^ or und ot von einerlei 
Art, die sich (in Beziehung anf die Art ihrer Lage in der 
Qesammtfignr] |^| verhalten, und 3 andere Strahlen oq^ ou 
und 08 einer 2ten Art, die ebenfalla einander |^| zugleich 
sind. Jeder Strahl^ der zwiaehen op und oq liegt, ist ^ 
mit einem solchen zwischen or nnd os und einem 3ten 
z wischen ot nnd ou^ aber {s| mit einem ihm sonst gleich- 
werilugen zwischen or nnd oq^ sowie einem solchen zwischen 
ot nnd 08 nnd wieder zwischen op nnd ou* 

Nennt man die ebenbildlioh und gegenbildlich zngleieh 
sich Tcrhaltenden Strahlen 28eitige oder doppeUe%tt9k\9iL\faäii 
dupKces), während man die flbrigen bloss einfache Strahlen 
(radü smpliees) nennt, so kann man sagen: in jeder 2 fach 
^gliedrigen ebenen Fignr ktanen gedacht werden p doppelte 
Strahlen einer ersten nnd p doppelte Strahlen einer zweiten Art^ 
während die Anzahl Yon ein&chen Strahlen jeder Art = 2p 
ist, wovon jedoch die p einen nnter sich ebenbildliohen za 
den p- andern nnter sich ebenbildlichen sich gegenbildlich 
verhalten. Es werden hier sonach 2 Strahlen (Punkte, Theile 
u. 8. w.) einer ebenen Figur als gleichwerthig betrachtet, so- 
wohl wenn sie bloss gegenbildlich sind, als auch, wenn sie 
bloss ebenbildlich sind. Jede 2 fach /?gliedrige Figur kann 
als eine j^gliedrige betrachtet werden, nicht aber ist jede p- 
gliedrige Figur eine 2 fach jagliedrige. Die ^gliedrigen Bilder'*') 
sind denmach entweder 



*) Die Figur 23da stellt ein 2ÜMh 3gliedrige8, die Figur 2336 
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a) 2 fach pgliedrig^ wenn ein solches Bild mit teineni 
Oeganbilde vertansoht^ d. b. in identiiohe öteUnag g^bMoh^ 
werden kann, oder 

b) Ifach pgliedrtg^ wenn YertanschnngelBes j9|^iedrig«A 
Büdes in diesem Binae niebi mOglieh ist. 

[88] Eb werden biev lonaob sowohl 2 StraUan (Pttüjie, 
TheUe n» 8. w«) dner ebenen Ffgur, die fttr einerlei FlAoben- 
seite links nnd reebts sieb yerbnlteni als aneb solobe, die 
identisch sind, als ghiehwerthig betraebtet, wenn man eine 
2ikeb pgUedrige Figur als eine 2faob ^gliedrige ansieht, 
wShrend bloss Tbdle, die ftlr einerlei Fliebenseite identisoh 
sind, als ghi^werthig beiraehtet werden, wenn man sagt, die 
2 fach pgliedrige Fignr sei dne ^gliedrige. 

Die Anzahl der denkbaren Arten von einfachen Strahlen 
in einer 2 fach jt^gliedrigen ebenen Fignr ist nnendlicli, was 
hier so viel sagen will als gleich der Menge von Strahlen, 

die innerhalb der Schenkel eines Winkels von ^ — Graden 

2 • p 

vom Scheitel ausgehend gedacht werden können, die beiden 
Schenkel selbst nicht mitgezählt, während bei der Ifach 
j9gliedrlgen ebenen Figur die Anzahl der denkbaren Arten 
YOn Strahlen gleich der Menge von Strahlen ist, die innerhalb 

360 

der Schenkel eines Winkels von Qraden vom Scheitel 

P 

ausgebend gedacht werden kOnnen, den einen der Sehenkel 
selbst ndtg^Blhlt, indem dort alle Strahlen einüsche sind. 

Was Yon den 2faeh ^gliedrigen Figuren im Allgemeinen 
für ihren bestinmiten Iflttelpnnkt ^It, das gilt bei dem Werthe 
von/> = 1 von den 2 fach 1 gliedrigen Figuren f^r jeden Punkt 
in der eitieti Linie, durch welche sie in zwei sich gegenbildlich 
ebenbildlich verhaltende Hälften getheilt werden können. Der 
Gleichwerihsmittelpunkt einer 2 fach 1 gliedrigen Figur ist 
daher bloss in einer bestimmten Linie willkürlich annehmbar, 



ein 2 fach l^liedriges Strahlensystem dar, ohne Verbindung mit 
einer bestimmten ebenen Fignr. Die doppelten Strahlen der einen, 
z. B. ersten Art sind mit «, die der zweiten Art mit p bezeichnet; 
von den einfachen sind nur eine oder ein Paar Arten /, <f, « 
angegeben. Die sur Verglelohnng dabei geieiohneten einfach j»- 
gliedrigen Strahlensysteme, das Ifach 3gliedrige Strablensystem 
Fig. 234a und das einfach 4p:liednge Strahlensystem Fig. 234 5 
enthalten bloss einfache Strahlen» von denen nur ein Paar Arten 
augegeben sind. 
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während der der 1 fach 1 gliedrigen ebenen Fignr in der ganm 

fintneknag der fiben«, in der aia liflgt, wiUkflilioh ange- 
; nommen werden kann. Die Eiguen a, c, d n. s. w. siiid 

2 fach Igliedrige Figoren (ßgurae dupUciter singtdoradiaiae)^ 
' während die Figuren hj c, d,.. ifaeh Igliedzige FSgom 

(ßgurae simpheiter »mffiilaradiaiai$) find. 

[23] Es wäre durch das Vorhergehende dargethan: 

1] dass jede gegebene oder denkbare Figur überhaupt 
eine pgliedrige Figur sein müssei wenn p eine der ganzen 
Zahlen 1^ 2, 3 ... oo bedeutet; 

2) dasg jede /igliedrige Figur entweder eine 2fadk 
pgUedrige oder bloss eine Ifaeh /»gliedrige sdn kteae; 
aneh ist 

3) ersichtlich, dass Figuren Ton gleich grosser Anzahl 
der Seiten sehr verschiedenen Strahlensystemen entsprechen, 
dass aber die Menge ebenbildlicher Seiten = p und dass 
höchstens die Menge gleichwerthiger Seiten = 2p sei, in 
welchem Falle dann die p einen unter sich ebenbildlichen zu 
den p andern unter sich ebenbildlichen sich gegenbildlich 
verhalten rücksiohtlich aller der Eigenschaften, die ihnen ala 
Seiten der Gesammtfigur zugeschrieben werden können. 

Um die nähere Beschaffenheit einer nntersnchten ^ignr 
beaeichnen zu können, setze man fest, dass, wenn man von 
einer Menge von 6 Dingen z. B. andeuten will, dass die 3 
einen unter sieh und wieder die 3 andern unter sieh mehr 
zusammengehörig sind| als eines von den ersten drei mit 
einem den 2ten drei| während man doeh die simmtliehen 
6 Dinge* unter dnem gemdnsehaftlielien Namen vereinigen 
will, man sage, es seien 2X3 Dinge (zu lesen iw^ mal 
drei Pinga), während, wenn alle 6 Düige auf gleiehe Wose 
zusammengehdrsin, man den Ausdruck 6 Dinge unmittelbar 
gebranehl GMehes gelte tob den beiden allgemeinen Aue^ 
drflcken qXr und qr, wovon der erstere qXr dem 2X3, 
der andere qr dem 6 entspricht; ebenso iXp und 2p (zu 
lesen zweimal p der eine, zwei p der andere). Man wird 
dann auch eine Menge von Dingen, die aus drei Sechsheiten 
und aus zwei Dreiheiten besteht, bezeichnen durch den Aus- 



*) Statt Binion, Temion u. s. w. mögen die Ausdrücke Zwei- 
heit, Dreiheit u. s. w. ähnlich Einheit, Vielheit gebraucht werden. 
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dnßk 3X6 und 2X3 Dmge jl a, w., aUgamein nXt 
nad rXp Dinge. 

£b sei ferner t = 2p, so dass p irgend eine ganse Zahl 
bedeutet, n sei irgend eine beliebige ganie Zahl, so sehreiten 
bei den 1 faoh pgliediigen Figuren die Anadrtteke fllr die Anzahl 
sftmmtlieher Seiten fort naeh dem Gesetze t Xi^^ ^ Xp» 
ZXp.,.nXp, Es ^bt daher Ifaeh Igliedrige Figuren, 
weldie 3 X Iseitig sind, wie a, oder 4 X Iseitig, wie 
5 X iseitig, wie c, [24] 6 X Iseitig, wie n. s. w»; Ifach 227! 
2gliedrige Figuren, welehe 2X2seitig sind, wie a, 
3 X 2seitig wie c n« s. w. Die Ifaeh Sgliedrigen Figuren 21g. 
Oj by c sind 1 X Sseitig die erste, 2 X 3Beitig die 2te nnd 
3 X 3seitig die 3te. Die Ifach 4gliedrigen Figuren sind 229. 
1 X 48eitige wie a, 2 X 4seitige wie 3 X 4seitige u. s.w. 
Bei den 2 fach j^gliedrigen Figuren schreitet der Ausdruck 
für die Gesammtseiten-Anzahl fort nach dem Gesetze />, 2 X J», 
t , t und p , t und 2 X 2 X t ,.. 71 'X t, ?i >< t und 
1 X i?, nXt und 2 X . • • So ist a eine 2 X 23eitige, b ^ 
eine 4 seitige, c eine 4 und 2 seitige, d eine 4 und 2X2 seitige, 
e eine 2 X 4 seitige... 2 fach 2gliedrige Figur, ferner a eine 231. 
3 seitige, b eine 2 X 3 seitige, c eine 6 seitige... 2 fach 3glie- 
drige Figur, und wieder a eine 4 seitige, b eine 2 X 4 seitige, 231 
c eine 8 seitige ... 2 fach 4 gliedrige Figur. 

Es sei hier zu gleicher Zeit erlaubt, einige zweckmässige 
Benennungen einzuführen zur Bezeichnung von Figuren, welche 
für den vorliegenden Zweck vorzüglich wichtig sind. Die 
Ausdrücke Dreieck, Viereck, Fünfeck n. s. w. {trigonoides^ ^ 
treta^onaides, pmtagonoidea) mögen sowohl ein Dreieck, 
Viereck n. s. w. bezeichnen, von dem man im Namen keine 
besondere Regelmässigkeit ausdrücken tüHl, als anch ein 
1 fach 1 gliedriges 3 X 1 seit, 4X1 seit n. s. w., dem keine 
höhere Begelmäseigkeit zusteht* Von den ihrer Form nach 
2faeh Igliedrigen Figuren heisse die 2 und 1 seitige oder das 
gleiehscl^nUige Dreieck a Seüfläehe oder Seü (ephenoides 
oder ieo8€dMes)\ die 2 X 2 seitige e heisse Lanzeffiäehe 
oder Lanze {DiirQide9)\ von den sehwalbenschwanaartigen 
2fkeh IgUedrigen 4 Ecken h und 5 Ecken d mOgen die 
letsteren mit dem Ausdrucke Sterzenflächen oder l^^erzen^) 



*) Der Ausdruck Sterze bezieht sich vorzüglich auf solche 
Schwänze von Vögeln, bei denen ein Hervortreten dieses Kürper- 
theils in jener geraden Kichtung statt hat, durch welche derselbe 
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{Uroiäes) belegt werden, wihrend die enteren als ^f»r«fb* 
Jläehen oder Spreizen nieht unpassend benannt werden dflrften. 



[25J. II« Ton deu Axenarten überhaupt« 

Wenn man sich einen gegebenen Körper in einer bestimm- 
ten gegebenen Stellung im Räume und einen ausserhalb des 
Körpers gegebenen Punkt [Anfang spu7ikt) denkt, dessen Ent- 
fernung von jedem Punkte des Körpers unveränderlich ist, so 
kann man von diesem Punkte aus gerade Linien nach jedem 
Eckpunkte des Körpers ziehen und über den Anfangspunkt 
hinaus rückwärts verlängern und die Verlängerung gleichmachen 
der Linie, welche verlängert wurde. Die sonach diesseits und 
jenseits des Anfangspunktes in gleichem Abstände befindlichen 
Endpunkte einer und derselben solchen Linie nenne man 
Gegenpunkte, Durch die Gegenpunkte der Winkelpunkte einer 
Jeden Begrenzungsebene lege man eine Ebene; sie ist die 
Gegenßäche der üir eyit sprechenden Begrenzungsfläche des 
gegebenen Körpers. Der von der Gesammtbeit der Gegen- 
flächen der Begrenzungsflächen eines gegebenen Körpers ein- 
gescblossene Baum heisst der Gegenkörper des gegebenen 
Körpers. Umgekehrt ist dieser der Gegenkdrper von jenem. 



auf ähnliche Weise in 2 nebengegenbildliche Hälften zertheilt ist, 
wie 2 fach Igliedrige Figuren überhaupt zertheilt werden köuueu. 
Die Aehnliebkeit Von Figur 235 d, ß mit den Schwalbenstersen 
und den Pflugsterzen bedarf wohl kaum noch hervorgehoben 
zu werden. Da die 2fach j»gliedrige fseitij^e Figur 2:Uc, so lange 
sie ringsum begrenzt ist, stets zusammengesetzt gedacht werden 
kann aus einzelnen Lanzenflächon rqos, punq, tsnu, so hiesse 
eine solche Figur ein Lanzen-p-liny ^ z. B. [25] Lanzen - Drilling, 
Lassen -Vierling {düriaonum, diMragoHum)^ n. b. w. Die dem Lansen- 
Zwilling entsprechende Figur ist die Baute, bei welcher jede der 
beiden Lanzen zu einem Keile geworden ist. Die von ;) ebenbild- 
lichen Seiten begrenzte Figur, sie sei eine Ifach ^glicdrige oder 
eine 2fach /igliedrige, heisse Qin jjsett, so also Sseit, 48eit, öseit 
{trigonum, tetragonum^ pentagonum) u. fi. w., statt gleichseitiges, 
' gleichwinkliges Seck, 4 eck, 5 eck n. s. w. Das 2 fach |»gliedrige 
/»seit kann sonach betrachtet werden als ein Lanzen ling, in 
weichem das Yerhältniss zwischen der Länge eines doppelton Qner- 



strahls der ersten Art und eines solchen der 2ten Art « Cos. 1 -r— 1:1, 
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Alle Gegeukörper, die für einen und denselben gegebeneu 
Körper entstehen, je nachdem man von einem anderu An- 
fangspunkte ausgeht, sind unter sich, wenn sie in einerlei 
Stellung gebracht werden, congruent. Die äussere Flächen- 
seite jeder einzelnen Begrenzungsebene eines [26] Körpers ist 
congruent der Innern Flächenseite der ihr entsprechenden 
Begrenzungsebene seines Gegenkörpers, d. h. die äussern 
Flächenseiten von einander entsprechenden Flächen zweier 
Qegeaközper TerbaUen sich '=]*). Zwei Bich wie Gegen- 
kOrper zu einander yerhaltende Körper stimmen ausserdem 
überein rücksichtlich auf Grösse der sich entsprechenden 
Kanten und Winkel, aowie in Hinsieht anf GrOaae des nnn 
achlossenen Raumes. Die Gegeneeken sweier GegenkOrper ver- 
halten sieh wie swel Ecken, yon denen die eine bei Ver- 
Iflngernng der Ebenen nnd Kanten der andism ftbwr den 
Seheitol hinans, als die von den Seheitolwinkeln dieser ge- 
bildete, enteteht. 

Wenn ein KOrper anf einer Ebene stehend gedaoht wird 
in bestimmter Stellnng nnd man ftUt von allen seinen Eek- 
pnnkten senkreehte linien anf diese Ebene nnd ▼ereinigt die 
hierdurch in dieser Ebene bestimmten Punkte so mit einander, 
dass für jede Kante des Körpers eine ihr entsprechende Linie 
iu der horizontalen Ebene entsteht, so hat man eine hori- 
zontale Projection des Körpers für die bestimmte Stellung. 
Verlängert man die aus den Ecken des Körpers auf die hori- 
zontale Ebene gefüllten Perpendikel, so dass Jede Verlängerung 
gleich lang gemacbt wird mit der verlängerten Linie, so ent- 
stehen unterhalb der horizontalen Ebene Punkte, die als Eck- 
punkte eines neuen Körpers betrachtet werden können, an 
welchem jede Begrenzungsfigur das Gegeubild ist von der 
Figur, welcher sie im gegebenen Körper entspricht, so dass 
mithin dieser 2te Körper ein Gegenkörper des ersten ist. Man 
sieht daraus, dass das hier betrachtete Bild der liorizontalen 
Projection des 2ten Körpers das Gegenbild ist von der Hori* 
sontalprojection des t sten Körpers nnd dass man daher aneh 
sagen kann, Gegenkörper oder gegenbiidliehe Körper seien 



*). Könnte man die Gesammtoberfläche eines gegebenen Körpers 
umstülpen (wie man einen linken Handschuh umstülpt, um ihn rechts 

zu machen), so würde dieselbe nach dieser Veränderung einen 
Raum umschliessen, der dem des Gegenkörpers des gegebenen, wenn 
er mit ihm in einerlei Stellung gebracht wäre, jeduufalls congruent 
sein würde. 

Ostwald's Klassiker. M. 



34 



Job. Friedr. Christian Hessel. 



solche, die so beschämen sind, dass die Bilder der einander 
entsprechenden Horizontalprojectionen beider sich als Gegen- 
bilder verhalten. Zwei gegenbildlich sich verhaltende Körper, 
die in solcher Stellung mit einander verbanden gedacht 
werden, wie die hier betrachtete ist, heissen auf einerlei 
Horizontalprojeciion [27] sieheiide^ oder gleivhsicllige^ gegen- 
hildliche Körper \ ein Ausdruck, welcher für Körper das ist, 
was der Ausdruck nebengegenbildlich für ebene Figuren. 

Wenn ein Körper nnd ein Anfangsponkt und eine durch 
diesen Anfangspunkt gehende Linie so gegeben sind, dass die 
Lage des Punktes und der Linie in Beziehung zum Körper 
bekannt nnd nnverinderlich ist und man die Beschaflfenheit 
des Körpers kennt, so kann man in Besiehung an irgend einem 
heliebigen andern Anfangspunkte nnd einer von diesem ana- 
gehenden Linie sieh einen Körper denken, der dem gegebenen, 
wenn er mit ihm in dnerlei Stellung gebracht wird, eongment 
ist, während zugleich jene Linien nnd deren Anfangspunkte 
fttr beide Körper oongmiren. Insofern ein solcher Körper 
sammt der ihm angehörigen Linie und deren Anfangspunkte 
dasn dient, um die Theile eines gegebenen Körpers in Be- 
ziehung auf das Gleichartige ihres Verhaltens zu einer solchen 
mit ihm in Verbindung stehenden Linie und zu deren Anfangs- 
punkte mit einaudei zu vergleichen, so heisst er Verglei- 
chutigskörper des gegebenen Körpers. Der leichteren Dar- 
stellung wegen ruhe der Vergleichimgskörper so auf einer 
llorizontalebene, dass wenigstens ein Punkt desselben in, aber 
keiner unter die Horizontalebene fällt, während die Linie, 
von der es sich handelt, auf dieser Ebene senkrecht steht. 
Diese Linie selbst heisse in dieser Hinsicht vorläufig die 
TJmdrehungsnorniale des Körpers für die gegebene aufrechte 
Stellung desselben auf der Horizontalebene. Unter dieser Um- 
drehungsnormale sind jedoch nicht die beiden in ihr (als blosse 
Linie genommen) denkbaren Richtungen, sondern es ist nur 
die eine davon gemeint, die andere Kiohtung heisse £7m- 
drehung&'GegenmrmaU* . 

Insofern hier nur von der einen der 2 in einer Linie 
liegenden Richtungen die Rede ist, hat man auch hier wieder 
2 Arten der Vergleichung der Theile eines Körpers in Hin- 
sicht auf gleichmässiges Vertheiltsein gleichwerthiger Theile 
um eine solche Normale» die jenen Vergleichongaarten bei 
ebenen Figuren ganz Ähnlich sind. Bei der eraten Art der 
Vergleichmg bringt man den gegebenen Körper nebst dessen 
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Umdrehniigsiioniiale ia einerlei Stettnng mit des Terglmobuig»- 
kOrper, ao dete Ceogrnem steil liai, toht dasa den gegebenen 
KIhrper um die Nonnale seines iüi&ngspankies als Axe der 
ümdrehDDg und beachtet die AnEabI der unter den hier vor- 
handenen Bedingungen [28] möglichen Stellungen des gegebenen 
K^irpers, in denen er seinem Vergleichungskörper ebenbildlich 
(cougruent) ist, die nach der ganzen Umdrehung nothwendig 
eintretende, mit der vor der Drehung stattgefuudenen ur- 
sprünglichen Stellung identische, nicht als eine besondere be- 
trachtend, so dass beide nur für eine Stellung gezählt werdeu. 
Man erhält so das Resultat: der Körper habe für diese be- 
stimmte Umdrehungsnormale p identische oder ebenbildliche 
Stellungen einer, folglich auch jeder, Art, 

Wenn eine gerade Säule mit quadratischer Basis mit einer 
ihrer Grundflächen auf einer Horizontalebene steht, so hat sie 
fOr die durch die Mittelpunkte beider quadratischen Flaelien 
g^ei^te UmdrehnngaionDale, d. h. für die eine Kichtang in 
dieser Umdrehungsaxe 4 ebenbildliche Stellangen jeder Art. 
Eine gerade Pyramide mit gleichseitig-dreiseitiger Basis, die 
in der Horizontalebene Hegt, liat für die durch die Spitse 
gebende Umdrebnngsnormate d identisebe ÖteHnngen Jeder Art. 
Denkt man deb nnter der FIgnr h eteen KOrper, der ton Y^^- 
einer 2 X dseiügen Fllebe nnd 8 grosseren nnd 8 kleineren 
Dreieekflieben begrenst ist, so dass die letaten 6 Flieben 
sieb in einem Pnäte sebncldeni der Ober dem Mlttelpiinkte 
jener 2 X dseitigen Ftaebe in der Mittelpnnktsnormate der- 
selben liegt, so hat dieser Körper ftlr diese Normale 3 eben- 
bildliche Stellungen jeder Art. 

Für irgend eine bestimmte gegebene Stellung eines Körpers 
auf einer llorizontalebene kann jede auf der llorizontalebene 
senkrechte, in Beziehung zum Körper in unveränderlicher Lage 
gedachte Linie als Umdrehungsnormale angesehen werden. 
Unendlich viele von diesen Normalen sind so beschaffen, dass, 
wenn man den Körper um sie, als Umdrehiingsaxen, dreht, 
derselbe keine zweite Stellung erhält, die der ersten identisch 
wäre (denn die nach der ganzen Umdrehung stattfindende ist 
wieder die erste). Wenn bei einer bestimmten Stellung eines 
Körpers auf der Horizontalebene eine der unendlich vielen 
denkbaren Normalen so beschaffen ist, dass in Beziehung zu 
ihr der Körper 2 oder mehrere identisebe dtellangen jeder 
Art hat, so ist nnter den fibrigen dieser Kormale parallelen 
Linien kerne andere mebr, in Be^ebnng sn weleber der K^tTper, 

3* 
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wenn sie als UmdrebiiDgsiionnale fülr denselben gedaeht wird, 
neeh eine 2te der araprfloglichen identische Stellnng liitle. 
Bildet man dnroh Fallung von Perpendikeln ans allen Eck- 
punkten des Körpers anf die Horisontalebene nnd Yereinignng 
je aweier solcher durch die Perpendikel [29] ans den beiden 
Enden einer jeden Ejuite des Körpers bestimmten Punkte 
in dieser Ebene mittelst gerader Linien die Harissaniai'- 
projeetian des Körpers, so trifft eine solche Normale den 
einzigen bestimmten Mittelpunkt, welchen diese Projection in 
solchem Falle hat. Zwei Punkte oder Theile A und B eines 
Körpers, die so mit einander übereinstimmen, dass der eine 
A in einer durch Umdrehung um eine bestimmte Normale 
entstandenen, der ursprünglichen Stellung identischen, Stellung 
des Körpers an dem Orte sich befindet, den in der ursprüng- 
lichen Stellung der andere Punkt oder Theil B einnahm, 
heissen in Beziehung zu dieser Normale ebenbildliche oder 
identische Punkte oder Theile des Körpers. Abstrahirt man 
von der bestimmten Normale, so sind allgemein zwei Punkte 
oder Theile a und b eines Körpers einander ebenbildlich 
oder idcMisch^ wenn der Körper sich in eine solche identische 
Stellung mit einem beliebigen Vergleich ungskörper von ihm 
setzen lässt, in welcher der Punkt oder Theil a des gegebenen 
Körpers mit dem Punkte oder Theile b des Vergleichnngs- 
körpers zusammenfällt. 

Wenn ein Körper in Beziehung zur Normale des Mittel- 
punktes einer fflr ihn möglichen Horizontalprojection J9 iden- 
tische, durch blosse Umdrehung um diese Normale mit einander 
vertauBchbare Stellungen jeder, Art hat, so nennt man ihn 
einen ti» Beziehung zu dteeer Normetie pgUedrigen Körper, 
nnd diese ümdrehungsnormale selbst eine pgliedrige Axe des 
Jub. ^^^P^^ (so ist z. B. die Linie, welche durdi den Mittelpunkt 
' der Endflichen einer geraden Sftule mit 2 x 48eitiger 4glie- 
driger Basis geht, eine 4 gliedrige Axe, axie quatemoakttus) ; 
denn wenn man jeden der*beiden durch diese Axe von ein- 
ander getrennten Theile einer jeden durch diese Axe kgbaren 
Ebene eine Flügelehe7ie oder Flügelfläche dieser Axe nennt, 
so ist die Anzahl der in Beziehung zu einer und derselben 
Richtung in dieser Axe ebenbildlichen Fltlgelebenen jeder Art 
~ p. Wenn fflr eine gegebene Stellung eines Körpers auf 
einer Ilorizontalebene keine Normale möglich ist, in Beziehung 
zu welcher der Körper mehr als 1 gliedrig wäre, so ist hier- 
durch noch keine Bestimmung gegeben, welche von diesen 
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einander parallelen Nmnalen als die fragUeke 1 gliedrige Ate 
[axis nn^oaiatm) aaanselm sei» so datt jede auf ^ Hori- 
sontalprojeetiea in diesem Falle senkvedite Linie für diese 
1 güedrige Aie angenonttnen werden kann. Jede anf [30] eine 
^^gliedrige Axe senkreekte Bbene ist eine in Besieknng auf 
die eine Biektang in dieser Axe ^^gliedrige Figur; denn die 
Menge in ikr liegender, in Beiieknng anf eine soleke IUoIh 
tnng in jener Axe ekenbildlieker Punkte oder Theile jeder 
Art ist = p. Ihrer Form nach, als ebene Figur an sich be- 
trachtet, mus3 sie gleichfalls eine p gliedrige Figur im weiteren 
Sinne des Wortes sein, d.h. eine • ^gliedrige oder 2 fach 
;r •/? gliedrige, wo nicht wohl aber x verschiedene Werthe 
haben kann für die verschiedenen einander parallelen solchen 
Ebenen. Auch die auf eine Axe senkrechte Horizontalp rojection 
eines in Beziehung auf die eine Richtung in dieser Axe 
2?gliedrigen Körpers ist eine in Beziehung auf diese Kichtuno; 
/? gliedrige Figur. Jede ;?heit unter sich in genannter Be- 
ziehung cbenbildlicher Flügelflächen dieser Axen entspricht 
einer in der Horizontalprojection liegenden /^heit von unter 
Siek ebenbildlichen Straklen. Jede jpheit unter sieb in Hin- 
sieht anf ihr Verhalten an der einen Kichtung in jener Axe 
ebenbildlicher, der Axe paralleler Linien steht auf einer 
pkeit unter siek ebenbildlit^er Punkte der Horisontalprojeetion 
u« s. w« 

Bei dw zweiten Art der Vergleickung der Theile eines 
^rpersy in BestUkmg auf ikr VertheHieem um eine he- 
BÜmmte Axe^ bildet man den m dem bestimmten Anfangs- 
punkte der fragUekeii Normale gekörigen Qegeakörper des 
VergleiebungskörperB, bringt den rat nntersnekenden gegebenen 
Körper in idenüseke Stellnng mit dem Yergleieknngskörper 
so, dass aueb die zn nntersnekenden Kormalen und deren 
Anfangspunkte ftlr beide Körper congruiren, setzt dann an 
die Stelle des Vergleichuugskörpers seinen Gegenkörper da- 
durch, dass man jene Normale dieses Gegenkörpers in einer 
beliebigen, durch sie gelegten Ebene um den Anfangspunkt 
so dreht, dass sie ISO" durchläuft und dann zusammenfällt 
mit der Umdrehungsnormale des gegeheneji Körpers, so dass 
der zu der umgekehrt gewordenen Normale gehörige Körper 
selbst umgekehrt, d. h. aus der anünormalen Stellung in die 
normale v(Msetzt ist, lässt diesen nun ruhig bleiben, dreht 
den gegebenen Körper um seine Normale und beachtet, ob 
fttr ikn unter diesen Bedingungen eme Stellung möglick ist^ 
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in welcher er mit dem erwähnten Gegenkörper des Vwglei- 
ohniigskörpers congrnent ist oder nicht. 

Zwei Pankte oder Theile a and b eines Körpers heisten 
in Besiehnng auf ihr Verhalten in einer bestimmten Normale 
gegenbildlieh [81] gleioh, wenn fflr den gegebenen Körper j 
eine solebe Stellung mOglieh ist, in der er seinem Gegen- ' 
körper eongment wird, wihrend sngleieh die f^liehen Kor- 
malen nnd deren Anfangspankte ansammenfallen nnd der Ponkt i 
(oder Theil) a des gegebenen Körpers mit dengenigen Pankte 
oder Theile des Qegenkdrpers snsanmienfUlt, weleher der 
dem Pankte b entsprechende Gegenpunkt ist Allgemein and 
ohne Rfleksicht auf eine bestimmte Normale sagt man: twei 
Pankte (oder Theile) a nnd b eines seinem Gegenkörper in 
ebenbildlicher Stellniig coDgnienten Körpers seien gegenbild- 
lich gleich, wenn der gegebene Körper sich mit dem Gegen- 
körper so in identische Stellung bringen lässt, dass der Punkt a 
des gegebenen Körpers mit dem, dem Punkte b als Gegen- 
punkt entsprechenden, Punkte des Gegenkörpers congruirt. 
Denn wird z. B. der dem Punkte b entsprechende Punkt des 
Gegenkörpers mit b' bezeichnet, so ist also 



Ist die Umdrehungsnormaie, in Beziehung zu welcher 
eine solche Uebereinstimmung zwischen Körper und Gegen- 
körper statt hat, eine jpgliedrige Axe des Körpers^ so ist der 
Körper in Beziehnng zu dieser Axe 2 fach pgliedrig and um- 
gekehrt die Axe selbst in Beziehung auf den Körper eine 
2 fach /7gliedrige (so ist z. B. eine gerade Pyramide mit gleich- 
seitig-dreiseitiger Basis in Beziehung auf die duroh die Spitse 
und daroh den llittelpnnkt der Grunddiehe gehende Axe ein 
2 fach 3gliedriger Körper und diese seine Axe eine 2 fach 
dgliedrige, <ms bü temoalaius); denn es können in einem 
solehen Körper gleichsam 2 sa dner und derselben Riehtung 
dieser Axe gehörige /»gliedrige FlQgelfläehensystemo mit ein- 
ander Terbunden gedaeht werden, auf Ihnliehe Weise, wie in 
der 2 fach jvgliedrigen ebenen Figur swei /^gliedrige ebene 
Strahlensysteme mit einander verbunden gedacht wurden. 
Analog den doppelten Strahlen und den einfachen bei ebenen 
Figuren hat man hier 2 Arten doppelter neben unendlich 
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vielen Arten 0inf<icher FlflgelflAehen, nnd des rücksichtlioh 
der Aniahl toa StrahlMi jeder Art nnd rttcksichtlioh der 
Menge von Blialilenerten QeMgto Itat Bieh Ar eine hegÜmmU 
2faeli j9gliedrige Aze, Idnaiehtll^ der «Inen Ton beiden in 
ihr eU ^ner Linie liegenden Biehiongen snniohst betraehtet, 
namittellMur nnf die Flügelebenen anwenden. Bäne doppelte 
FlflgelfliehB theilt,' wenn [32] sie yerlingert wird, den Körper 
in 2 gleichsteUig gegenkiUUieht Hätten ^ gleich wie ^n 
über den Mittelpunkt hinanfl verlängerter doppelter Strahl 
eine ebene Fip^nr in 2 nebengegenbildliche Hälften zerlegt. 

Eine /^gliidrigc Axe, die nicht 2 fach /;gliedrig ist, hcisst 
l fach /?gliedrig. Ein Körper heisst sonach in Beziehung zu 
einer y>gliediigon Axe ein 2 fach /Jgliedriger, oder man sagt, 
eine /;gliedrige Axe sei eine 2 fach /jgliedrige, wenn das 
Verhältniss sämmtlicher Theile des Körpers zu der einen Rich- 
tung in dieser Axe ein solches ist, welches dem Verhältnisse 
der Theile des Gegenkörpers zu der in diesem jener Richtung 
der fraglichen Axe entsprechenden Richtung ebenbildlich ist. 
Es sind dann also die einander entsprechenden Richtungen 
der Axe des gegebenen Körpers nnd jener des Gegenkörpers 
rücksiehttieh auf das Verhalten zn sämmtlichen Theilen des 
Körpers, dem die Axe angehört, einander ebenbädlich nnd 
gegenhildlich zugleich. 

Wenn ein Körper in Beziehnng zn keiner Normale einer 
bestimmten Horiienta^rojeetien Ten ihm höher als Sfaeh 
Igliedrig iaiy so liegen sinimiliehe Nermalen Jener Prcjeetien, 
in Beaiehnng sn denen der Köiper Sfaeh Igliedrig ist, in 
einer elnsigen bcstinimten, anf der Horisontalprojeetien senk- 
reehten Ebene, nnd die Annahme einer Ten ihnen rar 2faeh 

1 gliedrigen Axe fir die hier stattfindenden anfireohten Stelr 
Inngen des Körpers kann, wenn keine anderwdtigen Boatim- 
mungsgrUnde Yorhanden sind, willkürlich geschehen. Wenn 
man eine 2fach pgliedrige Normale alseine 2fach /)gliedrigo 
betrachtet, so sieht man die in Beziehung zu ihr sich gegen- 
bildlich verhaltenden Theile des Körpers sowohl, als die bloss 
ebenbildlichen, für gleichwerthig an. Sagt man von einer 

2 fach /; gliedrigen Normale, sie sei eine jogliedrige, so achtet 
man bloss auf die in Beziehung zu ihr ebenbildlichen Theile. 
Jede auf einer 2 fach /? gliedrigen Axe senkrechte Ebene ist 
eine in Beziehung auf die eine Richtung in dieser Axe 2 fach 
/?gliedrige; denn die Menge in ihr liegender, in Beziehung auf 
die eine fiiichtang in <jener Axe ebenbildlioher Strahlen jeder 
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Art ist iumL je swei solelie j^heiten Terhalteii steh äi Be- 
sielmBg I« denelben Blelitiiiig Jtiier Axe fQg«Bliildlieh. IHe 
Amalil der, dnreli das SSvsaamiaifaUeii iweier sieli gegeiMld- 
Hdi yerhaltenden Strablea in einen ^niigen gebildeten, Doppel- 
strnhlen der ^en Art sowolil als der andern Art ist jp. 

[33] Jede anf eine 2ftMli p gliedrige Axe senkreeiite SotoHi» 
ebene des KUrpers ist als ebene Ilgor an sieb betraebtet noüi- 
wendig eine 2 fach jogliedrige ebene Figur im weiteren Sinne 
des Wortes, d. h. eine 2 fach •/) gliedrige, wo a*, nicht aber 
p für die verschiedenen einander parallelen Ebenen der Art 
verscbieJen sein kann. Die hier erwähnte Eigenschaft der 
Horizontalschnitte ist eins der wichtigsten Erkennungsmittel 
einer 2 fach jf? gliedrigen Axe. Die auf die 1 fach /? gliedrige 
Axe senkrechte Ilorizontalprojection eines Körpers ist in dem- 
selben Sinne eine 1 fach /? gliedrige ebene Figur. Jeder ein- 
fachen Flügcltläche entspricht ein einfacher Strahl in der 
Horizontalpro jection. Zwei sich in Beziehung auf eine Rich- 
tung in der Axe gegenbildlich verhaltende, einander gleich- 
werthige Fitigelflächen stehen auf sich gogenbildiich verhal- 
tenden Strahlen der HorisontalprojectioD. 

Bisher war immer nur von der einen in einer Axe liegenden 
Kichtnng die Bede. Vergleicht man beide solche Richtungen 
mit einander, so ergiebt sich schon ans dem Vorhergehenden, 
dass der Körper, der in Beziehung zur einen Biohtnng in 
einer Axe sieh ds ein Ifach ^gliedriger oder als ein 2fteh 
/igliedriger seigte, aneh hin^ehtüeh der anderen Biohtnng 
ebenfalls Ifaeh pgüedrig oder 2fkeh |9gliedrig sein mtsse. 
Man kann dieses ansdrttcken dnroh den Bäte: die beiden Bieh'- 
tnngen einer jeden Axe seien gleiehnamig (oder die beiden 
Enden einer Axe seien gleiehnamig], Ede swei entgegen- 
gesetsten Biehtnngen einer Axe ktonen aber sdn 

a) gleichtoerthig in Beziehung zum Körper im Allgemeinen, 
und dann nennt man die Axe eine gleichendige oder 2 e?tdige, 

b) nicht gleichwerthig in dieser Hinsicht, und dann heisst 
sie eine ungleichendige oder 2 X 1 endige Axe. 

Die einfachste Art des Gleichendigseins einer Axe oder, 
was dasselbe ist, des Gleichendigseins eines Körpers in Be- 
ziehung zu einer Axe ist nun aber diejenige, bei welcher der 
Körper durch eine auf diese Axe senkrechte Ebene so in 2 
gleichwerthigc Hälften getheilt werden kann, dass jedes der 
aus den Punkten der oberen Hälfte auf die mittlere Horizontal- 
fläche gefällten Pcrpendikeli wenn man es unter diese Ebene 
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Miiab M weift TulingeTt, data die Veriingeraiig gleich dem 
Veriiagerleii iet, einen Paukt der untereB Hilfte ftrift, der 
den oben dm gehörigen gldohwerthig ist. Es folgt dnraiis, 
dnes in diesem Falle jede der ftngliehen Axe parallele Linie 
im Körper dne [M] gleiehendige sei. Eine solehe gleieh- 
endige Axe, hei welcher Jede der Aze parallele Linie eine 
gleiehendige ist, nenne man eine gleiekUelUg Wendige Axe. 

Bei einer gleichstellig 2 endigen Axe verhalten sich die 
beiden Enden noth wendig gegenbildlich. Ist dabei die Axe 
eine 2 fach ^gliedrige, so sind ihre beiden Enden zugleich 
ebenbildlich. Bezeichnet man die Enden der einen Axe mit 
a and die derselben Axe im Gegenkurper mit a und h'^ 
80 ist a a und h h\ weil die Axe 2 fach ^^gliedrig 
ist. Da nun aber eben angeführt wurde, dass a \=\ mit- 
hin auch a' |=i b' sein müsse, so folgt 

ans a \~\ al 



So wie bei jeder 2 fach gliedrigen Axe ist auch bei der 
gleichstellig 2 endigen 2 fach /»gliedrigen Axe der mitten anf 
die Axe senkrechte Schnitt, rflcksichtlich seines Verhaltens sn 
der Axe, eine 2 fach j^gliedrige Fignr. Anch als ebene Figur 
an sich betrachtet mnss sie nicht nothwendig eine mehr- 
gliedrige sein. Ist die gleichstellig 2 endige Axe eine Ifach 
/>gliedrige, so sind ihre bdden Enden bloss gegenbildlich, 
ohne sngleich ebenbildlich sn sein. Der mittlere, anf einer 
gleichstellig 2endigen Ifach j9 gliedrigen Axe senkrechte Schnitt 
ist in Beziehung zu jeder der beiden Richtungen in der Axe 
eine Ifaoh /?gliedrige Figur und auch als ebene Figur an 
sich betrachtet muss er nicht nothwendig mehrgliedrig sein. 
Der Aasdrnck, ein auf eine Axe senkrechter Schnitt sei in 
Beziehung zu dieser Axe 2fach /?gliedrig oder auch Ifach 
/^gliedrig, bezieht sich immer anf sein Verhalten zu jeder der 
beiden Richtungen in der Axe einzeln genommen, sowohl hier 
als auch im Folgenden. 

Um die übrigen möglichen Arten des Gleichendigseins 
von Axen zu finden, dient folgende Betrachtung. Da für jede 
bestimmte jpgUedrige Axe eines Körpers nur eine mittlere, 



und 
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Da aber anch 
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ftof ihr senkrechte Sehnittehene m5glich ist, so ist einleneh- 
tend, dass, wenn der Körper dnreh diese Ebene in 2 gleieh- 
weräiige Thdle getheilt werden soll, es für Jede phüt nnter 
sich ebenbildlicher Strahlen in der oberen Flächenseite dieser 
Horizontalebene, die in irgend einer bestimmten Beziehung zur 
oberen Körperhälfte [35] stehen ((Ar oberen Körperhälfte cm- 
gehöre?})^ auch eine />>heit unter sich obenbildlicher, der unteren 
Körperhälfte angehöriger Strahlen in der unteren Flächenseite 
dieser Ebene geben müsse, welche sowohl rücksichtlich auf 
das Verhalten zu der Körperhälfte, der sie angehören, im 
Allgemeinen, als auch litcksichtlich auf ihr Verhalten in Be- 
ziehung: zu der mittleren Horizoft talebene selbst jener zuerst 
genannten Strahlen -y;heit gleichwerthig sein muss. Das 
Gleichwerthigsein 2 er Strahlen in dem mittleren Horizontal- 
schnitte ist aber, insofern man der Allgemeinheit wegen bloss 
von einfachen Strahlen redet, auf zweierlei Weise möglich. 
Sie sind nämlich entweder für das Bild einer nnd derselben 
Flächenseite ebenbildlich oder gegenbildlioh. 

a) Sie seien ehcnhildlicli für das Bild der einen Flächen- 
seite des Horizontalschnitts als ebene Figur an sich betrachtet. 
Soll nun nicht, wie bei dem Gleichstelligzweiendigsein der 
Axe, das unmittelbare Zusammenfallen derjenigen Strablen- 
yjheit, welche der obern Körperhälfte angehört, mit derjenigen 
Strahlen -Jäheit des Horizontalschnitts, welche sich auf die 
untere Hälfte bezieht, stattfinden, so ist ersichtlich, dass man 
eine Menge == 1p für das Bild der einen Flächenseite des 
Horizontalschnitts ebenbildlicher Strahlen vor sich haben wird, 
nnd dass also dann das Bild des mittleren Horizontal Schnitts 
eine nicht weniger als /gliedrige ebene Figur sein darf (wenn 
t — lp ist). Es muss dann jeder der Strahlen, welche 
sieh anf die untere Kdrperhftlfte beziehen, den Winkel von 
360 

■ ^ Geraden halbiren, den 2 benachbarte zu ihnen gehörige 

Strahlen mit einander bilden, welehe sieh eben so anf die 
obere Hälfte des Körpers beziehen; d. h. jede Flügelfläche 
der fraglichen Axe, die für die untere Körperhälfte eine be- 

360 

stimmte Bedentnog hat, mnss die Neigung von — ^ Graden 

halbiren, welche von zweien einander in Beziehung zur oberen 
Körperhälfte ebenbildlichen Fitigelflächen dieser Axe mit 
einander gebildet wird, deren jede in Beziehung auf jene 
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Bedeutung fttr die obere Körperhftlfte sich zn jeoor in Be- 
ziehung auf ihre Bedeutung zar unteren Körperhälfte als 
gleichwerthig oder als gegenbildlich gleich verhüU. Die beiden 
Körperbälften yerbalten sieh demnaeh selbst su einaader gegen* 
.bildlich. 

Wenn bei einer gleichendigen Axe nicht jede ihre paral- 
lele [86] Linie eine gleichendige ist und dennoch die beiden 
Körperbälften, folgliijb auch die beiden ihnen entspreohenden 
Richtungen der au untersuehenden Axe sieh gegenbildlich ver- 
halten, so sagt man, die Axe sei gerenaUllig gleichendig oder 
geremtellig 2endig, Bei der 2 fach pglieärigen gerenatettig 
2 endigen Axe verhalten sieh die beiden Kdrperhftlften zu- 
gleich aueh als ebenhUdUeh^ nnd der mittlere Horisontalschnitt 
ist, als ebene Figur an sieh betrachtet, ein 2f«eh ^gliedriger, 
wihrend er fttr jede einzelne Riehtnng in der Axe bloss ein 
2 fach ^gliedriger ist. Bei der bloss 1 fach pglicdrigen o:eicn- 
stellig 2 endigen Axe aber verhalten sich die beiden Körper- 
hälften tiicht als chenbildlich ^ und der mittlere Horizontal- 
schnitt ist, als ebene Figur an sich betrachtet, ein t gliedriger^ 
während er in Beziehnng auf jede der beiden Richtungen in 
der Axe einzeln genommen bloss ein /Jgliedriger ist. 

b) Die in der mittleren Horizontalebene liegende y^heit 
von in Beziehnng zur oberen Körperhälfte einander ebenbild- 
lichen einfachen Strahlen verhält sich zu der ihr gleich- 
werthigen /?heit unter sich in Beziehung zur unteren Körper- 
hälfte ebcnbildlicher^ in derselben Horizontalebene liegender 
Strahlen für das Bild der einen Flächenseite dieses Schnittes 
als gegenbildlich gleich. Daraus folgt, dass die mittlere, 
auf die fragliche Axe senkrechte Schnittebene, als ebene Fignr 
an sich gedacht , für eine jede pgliedrige Axe eine 2 fach 
/igüedrige sein mflsse, in welcher p doppelte Strahlen der 
einen und p doppelte Strahlen der andern Art vorkommen 
und in welcher der Winkel, welchen 2 benachbarte gegen- 
bildliche gleichwerthige einfaehe Strahlen mit einander bilden, 
dnreh den daiwisehoi liegenden doppelten Strahl (der Isten 
oder der 2ten Art) halbirt wird. Wird der ganze Kdrper 
um einen solchen doppelten Strahl seines mittleren Horisontal- 
sehnittes als eine Umdrehungsaxe umgedreht, so werden je 
2 Strahlen der Horizontalebene) deren Winkel, den sie mit 
einander bilden, durch jenen doppelten Strahl halbirt wird, 
mit einander yertauscht, woraus folgt, dass ebenso die diesen 
Strahlen angehörigen Flügelflächen mit einander vertauscht 
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werden, so dass in dieMm Falle beide H&lften des Körpers 
ebenbildlieh sind. 

Wenn nnn die beiden Enden einer Axe demnach eben* 
bildlich sind, aber nicht zngleich sich gegenbildlioh yerhalten, 
so heisse die Axe eine ebenbildlich 2 endige (im engem Sinne). 
Fflr die ebenbildlieh gleiehendige jtigliedrige Axe ist der mitfe> 
lere auf [87] ihr senkrechte säinit^ als ebene Fignr an deh 
gedacht, 2faeh /»gliedrig, wfthrend er in Besiehang anf eine 
jede der beiden Richtungen in dieser Axe bloss Ifaoh /^- 
gliedrig ist. 

Jede Axe ist sonach hinsichtlich ihres Charakters entweder 
a) gleichendig oder 2endig^ nnd dann ist sie 

a) gleiehstellig 2 endig , wenn jede der Axe parallele 

Linie gleichendig ist; 

I. aa) gleiehstellig 2 endig 2 fach p gliedrig \ es sind 
dann beide Enden ebenbildlich gegenbildlich, 

II. ßß) gleichstellig 2 endig \ fach p gliedrig \ es sind 
dann beide Enden bloss gegenbildlich und nicht ebenbildlieh; 

ß) ungleich stellig oder nicht gleichstellig 2 endig, 
c(C(] gerenstellig 2endige Axe, wenn die beiden Enden 
einer solchen Axe sich gegenbildlich verhalten; 

III. aa) gerenstellig 2 endig 2 fach p gliedrig^ wenn beide 
Enden einander ebenbildlich und gegenbildlich zugleich sind; 

IV. bb) gerenstellig lendig \fach p gliedrig, wenn die 
beiden Enden einander bloss gegenbiidlich und nicht zugleich 
ebenbildlich sind; 

V. ßß) ebenbildlich gleichendig. Ifach p gliedrig, wenn 
die Axe nicht gegenbildlich gleichendig, aber doch gleiehendige 
mithin ebenbildlich gleichendig ist. Sie kann ans diesen 
Grunde auch nicht 2 fach gliedrig sein; 

b) ungleiche?idig oder 2X1 endig, nnd dann ist sie 

VI. aa) ungleichendig 2 fach p gliedrig, 
VIL ßß) ungUiehendig ifaeh p gliedrig. 

Man kann diese Verhältnisse auch anf folgende Weise 
tabellarisch darstellen. Bei jeder Axe ist entweder 

1) jedes Ende seinem GegenbildCy d* h« der entsprechen- 
den Richtung im GegenkOrper ebenbildlieh , d« h. ihr eben- 
bildlieh und gegenbildlich zugleich« Die Axe ist dann eine 
2 fach pgliedrige» 

a) Die beiden Enden sind gleiohwerthig, folglich einander 
ebenbildlich und gegenbildlich zugleich: gleichendige 2fach 
pgliedrige Axe oder 2 endige 2 fach pglicdrige Axe, 
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a) Jede der Axe parallele Linie ist gleicheodig; dann ist 
die Axe gleichstellig 2 endig 2fach pgJh'drig \ 

ß) nicht jede der Axe parallele Linie ist gleichendig, 
dann ist die Axe gerenatellig 2e7idig 2 fach pgliedrig\ 

b) die beiden Enden sind nngleichwerthig: ungleichendige 
2/aeh pgliedrige Axe, 

[38] 2) Jedes Ende der Axe ist seinem Gegenbilde nicht 
ehenUldliehf dann ist die Axe bloss Ifach j)gliedrig; 

a) beide Enden sind gleiehwerthig: gleichendige t/ach 
pgliedrige Axe^ Sie können einander nioht ebenbildlieb und 
gegenbildlieb sngleieb sein, sondern sind bloss . 

et) einander ebenbildlich y ohne zagleieh gegenbildlieh sa 
sein: ebenbildlich gleichendige Ifach pgliedrige Aze*)j oder 

ß) einander nicht ebenbildlich, folglich gegenbildlich: 
gegefibildlich gleichendige \fach pgliedrige Axe. 

aa) Jede der Axe parallele Linie ist gleichendig: gleich- 
stellig 2 endige ifach pgliedrige Axe; 

ßß) nicht jede der Axe parallele Linie ist gleicheudig: 
geremtellig 2 endige 1 fach p gliedrige Axe ; 

b) beide Enden der Ifach ^gliedrigen Axe sind ungleich- 
werthig: ungleichendige oder 2 X \^ endige ifach pgliedrige 
Axe, 

Um die beiden Enden einer Axe hinsichtlich ihrer et- 
waigen Gleichwerthigkeit mit einander zu vergleichen, kann 
man anch die Gesammtheit der auf dieser Axe senkrechten 
Sehnittebenen untersuchen^ dadurch, dass man je 2 derselben, 
die gleich weit vom Halbimngspunkte der Axe abstehen, hin- 
sichtlioh auf das Bild , welches ihre dem Mittelpunkte des 
Körpers nicht zugekehrte, d. h. ihre äussere Fläehenseite dar- 
bietet, Tergleieht. Sind nun die Bilder der äussern Flftohen- 
selten je zweier zusammengehöriger, auf die Axe senkrechter 
Schnitte ebenbüdlichf so ist die Axe ebenUldlich ghichendig^ 
sind sie aber gegenbUdlieb, so ist anoh die Azo gegenbildlich 
gleiekendig, und sind endlioh dieselben ebenbildlich und gegen- 
bildlich sugleich, so Ist auch die Axe ehenhUdUeh gegen^ 
hildlieh gleichendig und sugleieh ist dann natflilioh die Axe 
eine 2 fach pgUedrige. 



*) Es sind hier stctä der Axe parallele Linien vorhanden, 
welche ungieichendig sind. 
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III. Vom Mittelpunkt des Gleichwerthes und Ton den 
(durch den Mittelpunkt des Gleichwerthes gehenden) 
Yersehiedenen Arten von Axen eines und desselben 
Körpers. — Begriff der Uauptaxe. 

Wenn ein Körper eine gleicbendige Axe hat, so sind von 
dem llaibirungspunkte derselben die einander in Beziehung zu 
der Axe (d. h. für beide Richtungen in der Axe] gleich- 
werthigen Punkte desselben gleich weit entfernt. Ist der 
mittlere Schnitt senkrecht auf eine 2 endige Axe ein solcher, 
der als ebene Figur [39] an sich betrachtet sowohl als auch 
in Hinsieht auf das Verhältniss desselben za jeder der beiden 
Kichtungen in jener Axe einzeln genommen nicht bloss 1 fach 
oder 2 fach Igliedrig ist, so hat diese Schnittebene einen be*- 
Btimmten Mittelpunkt und dieser ist zugleich Mittelpunkt des 
Körpers, von welchem die unter sich gleichwerthigen Punkte 
und Theile derselben gleich wdt abstehen, d. h. ist Mittel' 
punkt des Gleichwerths für den Körper. Wenn ein Körper 
keine 2 endige Axe besitzt, für welche der mittlere auf ihr 
senkrechte Schnitt in der encUhnten Beziehung mehr ala 
Ifaeh oder 2 fach Igliedrig ist, so hat der Körper auch k^nen 
absolut bestimmten Mittelpunkt des Ghichwerthes. Ueber- 
haupt kann man folgende Fälle unterscheiden: 

aj Der Körper hat einen einzigen bestimmten Mittelpunkt 
des Gleichwerthes. 

b) Es ist eine gerade, in Beziehung zum Körper in be- 
stimmter Lage befindliche Linie denkbar, in welcher jeder | 
Pnnkt als Mittelpunkt des Gleichwerthes fflr den Körper an- 
genommen werden kann, z. B. in der einfach geraden Pyramide 
mit regelmlssiger Gseitiger Basis die auf der Basis im Mittel- 
punkte derselben senkrecht stehende Linie. 

e) Es ist eine fibene im Körper dmikbar, In welcher 
jeder Punkt als Mittelpunkt des Gleichwerthes angenommen 
werden kann. In einer Gestalt z. B., welche entsteht, wenn 

man zwei sich gegenbildlich verhaltende Pyramiden mit 1 fach 
1 gliedrigen dreieckigen Grundflächen mit diesen Grundflächen 
so an einander legte, dass die neue Gestalt eine auf der ge- 
meinschaftlichen Ebene beider Hälften senkrechte gleichstellig 
2 endige 1 fach Igliedrige Axe erhält, würde eben diese ge- 
meinschaftliche £bene beider Hälften die fragliche Eigenschaft 
besitzen. 
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d) Jeder in Beziehung zum Körper gedachte Punkt kann 
als Mittelpunkt des Qleichwerthes angesehen werden; dieses 
ist der Fall, wenn der Körper keine 2 gleichwerthigen Punkte 
irgend einer Art hat, z. B. bei einer von vier ungleichen un- 
gleichschenkligen Dreiecken umschlossenen Gestalt. Dass nicht 
nmgekehrt alle vom Mittelpunkte des Qleichwerthes gleich 
weit Abstehende Punkte eines Körpers aueh gleickwerthig 
seien, ist nnmittelbar einleuchtend. Man Icann von nun an den 
Begriff der Axe dahin beaohränken: Axe sei jede der dnreh 
den, fftr den Körper seiner Beschaffenheit gemäss angenom- 
menen, Mittelpunkt des Gleiehwerthes gehenden Linien. 

[40] Bei der Yergleielinng sweier eder mebierer Axen 
eines KOrpers mit einander findet num 

1) ob sie liinsiehilieh ilires Ciiarakters mit einander ftber^ 
einetiinmen oder nieht, d. h. ob sie ghiehnamig oder ungleich" 
nanUg sind; 

2) ob glei^namige Axen aneh ghiehteerthig tfnd oder 
nicht. Eine Axe, die keiner andern Axe desselben Körpers 
gleichwerthig ist, heisse eine einheitliche Axe des Körpers 
[axis singularis] , weil sie für sich eine Einheit bildet und 
sich dadurch von solchen einzelnen Axen unterscheidet, die 
mit andern zusammengenommen Zweiheiten, Dreiheiten u. s. w. 

r von Axen gleicher Art bilden. 

Wenn ein Körper nur chie Axe besitzt, welche eine ein- 
heitliche Axe ist, so sind seine wichtigsten Stellungen die, 
bei denen diese Axe senkrecht steht; diese Axe heisst dann 
Hauptaxe des Körpers [axis priticipalis). 

Wenn ein Körper mehrere einheitliche Axen besitzt, so 
ist kein Grund vorhanden, warum man nicht eine derselben 
willktirlich (oder wegen anderer nicht rein matliematiBcher 
Rücksiehten) sollte als Hauptaxe betrachten können. Haben 
die verschiedenen cinheitliohen Axen eines Körpers aneli einen 

' venebiedenen Charakter, so wird man ihn, je naelidem man 
die eine oder die andere solebe einheitliehe Axe als Haupte 
axe ansieht, als Glied in versehiedenen Reihen von Gestalten- 

[ Familien betrachten mfissen, wenn man die Gesammtheit 

! simmtUeher denkbarer Gestalten in Abtheilnngen bringt, die 
yon den Eigensehaflen nnd dem Gharakter der Axen ent* 

i nommen sind. Wenn ein Körper keine einheitliehe Axe be- 
btet, so kann fttr ihn aneh k^e Axe als Hauptaxe an- 
genommen werden, wenn man nicht swischen wesentlich 
Gleichwerthiges eine Verschiedenheit setzen will, die in der 
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Beschaftenheit des Körpers ungegründet ist. Man nennt eine 
Gestalt, in welcher eine Axe als Hauptaxe angenommen werden 
muss oder angenommen werden kann, eine hauptaxige Gestalt^ 
während man eine solche, die keine Uauptaxe hat, eine haupt- 
axenlose Gestalt nennt 

lY. Strahlensysteme und Axeusysteme liauptaxiger 

Gestalten. 

1) Allgemeine Eigenschaften denelben. 

Man denke sich in jeder Axe die beiden, vom Mittel- 
punkte des Körpers ausgehenden, in ihr liegenden Richtungen 
einseln nnd nenne diese Richtungen Strahlen oder Madimf 
so ist ersichtlich, [41] dass in jedem KOrper so Tide Strahlen 
mOgUch sein werden, als in einer Engel Radien denkbar sind. 
Durch die Hanptaxe nnd durch Jeden Strahl ausser ihr kann 
eine Haupiilugelflache [Flügelfläche der Hauptaxe) gelegt 
werden* Durch einen in einer bestimmten Hauptflflgeäiehe 
liegenden Strahl kann eine auf jene FlflgelflAehe seoloreehte 
Ebene gelegt werden. Durch einen und denselben aolchen 
Strahl kann nur eine derartige Ebene gelegt werden, weil 
durch ihn auch nur eine Flügelfläche der Hauptaxe geht. 
Wenn nun aber durch einen Strahl zwei auf einander senk- 
rechte Ebenen gelegt sind, so bilden diese in Beziehung zu 
dem Strahle selbst vier Flügelflächen desselben. Die auf 
solche Weise entstehenden vier Flügelflächen eines Strahles, 
der nicht in die Hauptaxe fällt, können nicht alle vier gleich- 
werthig sein^ sondern nur höchstens je zwei einander diesseit 
und jenseit des Strahles gegenüberste Lende, weil in dem einen 
solchen Paare die Hauptaxe liegt, im andern nicht. 

Ans dem Gesagten folgt, dass bei hauptaxigen Gestalten 
ein Strahl, der nicht in die Hauptaxe fällt, höchstens 2gUedrig 
sein könne, d, h. dass er entweder 

1) 2 fach 2gliedrig oder 

2) Ifach 2gliedrig oder 

3) 2 fach Igliedrig oder 

4) ifach Igliedrig sein müsse. 

Welche von diesen vier verschiedenen Benennungen ihm. ge- 
bühre, hangt Ton der Beschaffenheit der beiden erwähnten, 
durch ihn gelegten Ebenen und von der Art und Weise ab, 
wie er in jeder derselben liegt, Ist die Flflgelfläche der 
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Hanptaxe, in welcher er liegt, eine doppelte^ 80 wird de anch 
far ihn 2 doppelte Flügelflächen bildeii. Die Haaptaxe hat 
aber nur danD doppelte Flügelflächen , wenn sie eine 2/acA 
/igUedrige ist. Soll ein Strahl ein 2gUedriger .sei]i, BO miisa 
er in der Fifigdfliehe d«r Havptaze so Uegen, dass er mit 
briden StraUen der Haaptaxe glelelie Winkel bildet, d. h. er 
mnss auf die Hanptaxe senloreeht sein; denn an jedem 2giie- 
drigen Strahle mflssen je 2 einander gerade entgegenstehende 
(d. h. einen Winkel von 180^ mit einander bildende) Flügel- 
fliehen einander ^enbildlieh sein, was niebt möglich wäre, 
wenn ein scMier Strahl mit dem einen Strahle der Hanptaxe 
einen grösseren Winkel bildete, als mit dem andern. Es miiss 
aber auch ferner aus demselben Grunde der mittlere Quer- 
schnitt den ganzen Körper nobst jener einzelnen [42] Haupt- 
flügelüäche, in welcher der fragliche Strahl liegt, in zwei 
ebenbildliche Hälften zertheilen, so dass hierdurch das Bild 
jeder einzelnen Flächenseite dieser Hauptflügelfläche, als ebene 
Figur an sich betrachtet, in zwei nebengegenbildliche Hälften 
getheilt wird, wenn der Strahl ein 2gliedriger sein soll. 
Theilt der mittlere Horizontalschnitt den Körper in 2 gleich- 
stellig gegenbildliche Hälften, so bildet er für jeden in ihm 
liegenden Strahl 2 entgegengesetzte doppelte Flügelflächen. 
2 fach t gliedrige Strahlen mflssen daher entweder in doppelten 
Hauptflügelflfiehen oder in einem solchen mittleren Horisontal- 
schnitte liegen, der den Körper in 2 gleichstellig gegenbild- 
liche Hälften theilt. Ein Strahl, der diesen beiden Bedingongen 
zngleioh entsprieht, ist 2faoh 2gliedrig. Ein Stralil, der weder 
in einer doppelten Hanptflftgeldlehe, noeh aneb im mittleren 
Qnersebnitte liegt, wenn dieser für jeden in ihm liegenden 
Strahl doppelte Flflgelfllehen bildet, ist ifaoh igliedrig. Da 
die Menge Ton ehenbildliehen Stellungen eines KOrpers, mithin 
aneb eines Strahlensystems, wobei ein bestimmter (Ifaeb oder 
2faeb) drgliedriger Strahl aufwärts geriehtet ist, von dem 
Werthe der Zahl » abhängt, die seinen Charakter bestimmt, 
d. h. = :r ist, so wird, wenn 7i die Menge ebenbildlich,er 
.rgliedriger Strahlen bezeichnet, auch U'X die Menge von 
Stelinngen jeder bestimmten Art sein, bei welchen ein solcher 
argliedriger Strahl aufwärts gerichtet ist. Die in der verticul 
gestellten Hauptaxe^liegenden beiden Strahlen heissen Haupt- 
strahlen^ deren Flügelflächen Hauptflilgelfläch cn . Die in dem 
mittleren Horizontalschnitte (mittleren Querschnitte) liegenden 
Strahlen heissen QuerHrahlen^ die gegen die Horizontalebene . 

Otlw»ld'i KlMwikw. 88. 4 
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geneigten Strahlen , die auf einer oder der anderen Flächen- 
Seite der Horisonüilebene' schief aufstehen, heissen Strebe- 
Strehlen. Die Ausdrucke radim prineipaHs^ tramvereua^ 
obliquua durften diese Untcrachiede beselchncn .können. 

Nach diesen ErlAnternngcn wird nnn die Anffaasnng der 
Verschiedenheiten Ton Strahlensystemcn in hanptaxigen Ge- 
stalten*) möglich sein. 



[43] 2) Aafstellung der Tcrschiedenen Systeme. 

I. Die Ilauptaxe sei gleichsteilig 2endig 2fach 
j^gliedrig, z. 1]. 

Fig. 236 gleichstellig 2 endig 2 fach Igliedrig 

- 237 - 2 - 2 - 2 - 

- 238 - 2-2-2- 

- 239 - 2-2-4- 

- 240 - 2-2-6-. 

Man hat dann 

1) Ztvci 2 fach pr/lirdrigr |^| sich verhaltende w/?/- 
{^traJden^ welche zoBammen die gleichstellig 2 endige Hanptaxe 
bilden. 

2) p Quer strahlen der ernten Art^ welche 2 fach 2gliedrig 
sind, sich |^| verhalten nnd in den der Hauptaxe angehörigen 
doppelten Fl^elflächen der ersten Art und im mittleren Quer- 
schnitte liegen. Je 2 benachbarte bilden einen Winkel Ton 
360 

Graden. 



*) Da es schwierig ist» sich die körperlichen Strahlensysteme 

dentlich yorsustellen, ohne sie an einzelnen Gestalten entwickelt 

zu liabcn, so wird ])ci der nun folgenden Untersuchung der Eigen- 
schaften der einzelnen Keihen von Strahleusystemen jedesmal eine 
Verweisung [43] anf einige abgebildete Gestalten vorangeschickt 
werden, an denen derartige Strahlensysteme für einzelne bestimmte 
Zahlenwerthe von p erkannt werden können. Man hat nttmlioh 
nur nöthig, in der allgemeinen Beschreibnng an die Stelle der Zahl 
p die einzeliK^ bestinunte Zahl zu setzen, die ihr entspricht, so hat 
man die specielle Beschreibung des einzelnen Strablensystems, 
welches dieser oder jener abgebildeten Gestalt entspricht. Die 
Abbildungen der körperlichen Gestalt sind (wenn nicht ausdrück- 
lich eine Abweichnng yon diesem Gesetze angegeben ist) stets so 
gezeichnet, däss die als Hauptaxe zu betrachtende Linie' parallel 
lio^^t mit den kürzeren Seiten der rechtwinkligen Einfassnog der 
ganzen Tafel, auf welcher die Abbildung sich befindet 
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3) p Querstrahhn der zweiten Art^ die gleiehfalls 2 fach 
2gliedrig sind, sich daher unter einander als |^| verhalten 
und in den doppelten HanptflflgelflAchen der zweiten Art liegen. 
Jeder bildet mit Jedem ihm benaehbarten der ersten Art einen 

Winkel von — Graden. 

2p 

4) Die übrigen Querstrahlen, deren jeder ein 2fach 
Xgliedriger Quer strahl ist, dessen doppelte Flügelflächen in 
dem mittleren Querschnitte liegen. Die Anzahl 2 fach iglie- 
driger Querstrahlen einer Art ist = 2/>; in Beziehung zum 
einen Haaptstrahie verhalten sich 4ie P einen [von denen je 

360 

2 benaehbarte [441 unter Winkeln von Graden diver- 

P 

giren) nnter sieh als ebenbildlich und an den p andern unter 
sich in derselben Beaiehnng ebenbildlichen als gegenbildlich; 
in Besiehnng znr ganzen Hanptaxe aber, so wie in Beziehung 
znm ganzen Körper, sind die p zu einer und derselben Art 
gehörigen 2fach Igliedrigen Qnerstrahlen |^|. Die Anzahl 
von Arten 2faeh Igliedriger Qnerstrahlen ist nnendlich, d.h. 
hier so viel als gleich der Menge von Strahlen, welche innere 

360 

halb der Sehenkel eines ebenen Winkels voh -r— Qraden von 

2/) 

dessen Scheitel divorgirend ausgehend gedacht werden können, 
die beiden Schenkel selbst nicht mitgezählt*). 

5) Die Strebestrahlen in deu ILauptJlürjelfllichcn erster 
Art, deren jeder ein \faeh \ gUedrif/cr Strehesfrahl ist, dessen 
doppelte Flügelflächen in jener durch ihn gehenden Haupt- 
flügelfläche liegen. Die Anzahl solcher Strahlen einer Art 
ist = 1p. Je 2 einer Art liegen in einer und derselben 
Hauptflügelfläche und der Winkel, den jeder mit dem ihm 
zunächst liegenden Ilauptstrahle bildet, ist ffli beide Stiebe- 
strahlen von gleicher Grösse. Die Anzahl von Arten solcher 



*} Um tthnlicbe Ausdrucke kürzer geben zu können, bedeute 
Menge der Strahlen, die ein Winkel van n Qraden faesty die Anzahl 
von Strahlen, die in einem Winkel von n Graden inucrhaib der 
beiden Schenkel liegend, vom Scheitel .lusgehend gedacht werden 
können, die beiflen Schenkel selbst nicht mitgerechnet. 

Aohuiich diesem ist 4er Ausdruck: Menge von »Sliahlen, die 
von einer (anf anzugebende Weise) heeUmmten JScke gefasst werden 
= Menge von Strahlen, die innerhalb dieser Ecke liegend, von dem 
Eckpunkte ausgehen können, die in den Ebenen, von denen die 
Ecke gebildet wird, liegenden Strahlen nicht mitgezählt. 

4* 
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Sirebefteihlea ist Iiii6n41ieli| d. lu gleioli dor Meags tos 
fltnUiB, die ein rechter Winkel f«it 

6) Die 2fmek XgUedrif^n SitBimIraUmindm Haiup^ 
fiü^elftäehm MweUer Artf fär deren jeden die itei angehOrigen 
doppelten Flllgelilielien in der HnnptflOg^fllflke iwdter Art, 
die dnreh ilm geht, liegen. Ton ihnen gilt, wii von denei 
gesagt worden ist, die in äm Bavptflflgelfliehen erster Art 
liegen. 

7) Die übrigen Strebestrahlen sind Ifaeh Igliedrige. Je 
2 1 fach Igliedrige, sich gegenbildlich verhaltende, gleich- 
werthige [45] Strebestrahlen liegen in einer and derselben 
einfachen Hauptflügelfläche, die 2p einfachen Hauptflügel- 
flächen enthalten daher 2 -2/) = 4p I fach Igliedrige Strebe- 
strahlen einer Art; die 2p einen unter sich ebenbildlichen 
verhalten sich zu den 2p andern unter sich ebenbildlichen als 
geprenhildlich gleich. Die Anzahl ebenbildlicher 1 fach l glie- 
dri^^er Strebestrahlen einer Art ist daher — 2p. Die Menge 
von Arten Igliedriger Strebestrahlen ist oo, d. h. gleich der 
Anzahl von Strahlen , die eine Ecke fasst, welche yon swei 

360 

rechten Winkeln und einem Winkel von — Graden gebildet ist 

Ist p eine gerade Zahl, so ist nicht bloss die Hanptaie 

eine gleiehendige Axe, scmdem je 2 enigegengeaetste Stiahlen 
sind gldchwerthig und bilden dne gleichendige Aze. Von 
den ebrigen Axen sind alle 2 fach 2gliedrig6n Azen dann 
gleichstellig 2 endig ^ alle 2 fach Igliedrigen nnd alle 1 fach 
Igliedrigen aber sind gcremtellig 2 endig. Ist p eine un- 
gerade Zahl, so ist je ein 2 fach 'igliedriger Qnerstrahl der 
ersten Art einem solchen der zweiten Art entgegengesetzt und 
bildet mit ihm eine ungleichendige Quoraxe, je 2 zu einer ! 
2 fach 2gliedrigen Queraxe senkrechte Querstrahlen bilden ' 
dann eine f]rl''ichstellig 2 endige 2 fach Igliedrige Queraxe. 
Jede andere Axt« des Körpers, die in eine durch die Hauptaxe 
und durch eine gleichstellig 2 endige 2 fach 1 gliedrige Quer- i 
axe gelegte Ebene fällt, ist eine ebenbildlich gleichendige 

1 fach 1 gliedrige Axe. Alle übrigen 2 fach 1 gliedrigen so- ^ 
wohl| als anoh Ifach Igliedrigen Axen sind angleicbendige 
Axen. 

Die Menge von ebenbildlichen Stellungen einer jeden ein- | 
seinen beliebigen Art ist für jede Gestalt mit gleichstellig 

2 endiger 2£sch pgliedriger Havptaxc = 2p] denn die Pnn j 
dnete ans der Ansahi n ynm ebenbildlkhen Strahlen einer 
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Art is die ZaU wekdie die Ifoiifie Ton obenbildfiekeii 
BtoUniigeB beim seilmelitoii Auf wirtageriehtotieiA aiiiM soMieB 
StimUea «apebt, ist stete = 2p. 

Es ist nämlich [46] 



Der Werth 
von it 



Der Werth 
von X 



den 2 2iaeli /^gUedrigen ebenbild- 

lieben Hanptstrnblen 

Bei den p 2 fach 2gliedrigen Qaer- 
strablen jeder der beiden Arten . 

Bei den 2p einander ebenbildlichen 
2 fach oder 1 fach 1 gliedrigen 
Strahlen 



2 
P 

2p 



1 . 



Aneb ist ersiebtlieb, dass das Prednet der sämmtliehen Zahlen 
in jedem der emselnen Theile ß, 3 des Ansdmeks: 
»Zn einer Art von Strahlen gehören entweder a) 2 Strahlen, 

»die 2 fach ^gliedrig^ oder ß) p Strahlen, die 2fach 2glie- 
»drig, oder y] 2p Strahlen, die 2 fach Igliedrig, oder 
»6) 2 X 2p Strahlen, die Ifach Igliedrig sind« 
ein nnd dieselbe Grösse habe; denn 2 • 2/> =yj • 2 • 2 = 2/^ • 2 • 1 
= 2-2/>* 1, ein Gesetz, welches von den die Menge der eben- 
bildlichen Stellungen betreffenden hier sowohl als bei den fol- 
genden Strahlensystemen abhängt 

II. Die Hanptaxe sei gleichstellig 2endig ifach 
/igliedrig, z. B. 

Fig. 241 gleiebsteUig 2endig Ifach 2gliedrig 

- 242 - 2-1-4- 

- 243 - 2-1-6-. 

Es sind dann vorhanden: 

1) Zwei \fach pgliedrige HauptstraJilen^ die sich gegen- 
bildlich verhalten (nicht aber ebenbildlich sind); sie haben 
keine doppelte Flügelfläche. 

2) Querstrahlev. Jeder Querstrahl ist 2 fach Igliedrig, 
so dass der mittlere Querschnitt seine doppelte Flügelfläche 
enthalt. Die einer nnd derselben Art aagehdrigen Qnerstrahlen 
sind in Beziehung znm ganzen Körper nnd anch in Beziehniig 
auf das Bild jeder einzelnen Flächenseite des mittleren Qner- 
sebnitts ebenbüdliek Die AjuaU von QaerstraUem einer 
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Art ist =p. Die Ansfthl von Arten der Qnerstrahlen ist 
oo, d. h. gleich der Menge toh Strahlen, die ein Winkel 

von Graden (den zwei benachbarte Qnerstrahlen einer 

Art mit einander bilden) fasst, den einen Schenkel des Winkels 

dazu gerechnet. 

[47] 2»] Strehestrahlc/i. Jeder Strebestrahl ist 1 fach 1 glie- 
drig. Die einer und derselben Art angehörigen, auf einerlei 
Flächenseite des mittleren Querschnittes schief aufstehenden 
sind ebenbildlich. Die Menge ebenbildlicher Strebestrahlen einer 
Art ist = j). Die auf entgegengesetzten Flächenseiten jenes 
Schnittes aufstehenden solchen Strahlen einer Art verhalten 
sich gegenbildlich. Die Anzahl von Strebestrahlen einer Art 
ist also = 2p. Die Menge von Arten solcher Strahlen ist 
gleich der Menge von Strahlen, die eine Ecke fasst, welche 

360 

von zwei rechten Winkeln und einem Winkel von • Graden 

P 

eingeflchlossen ist, + ^'^^ Menge yon Strahlen, die ein rechter 
Winkel fasst. 

Ist p eine gerade Zahl, so sind je awei einander ent- 
gegengesetzte Strahlen gleiohwerthig , mithin ist jede Axe 
gleichendig, und zwar die Hanptaxe gleichstellig 2 endig Ifaeh 

^gliedrig, Jede Qneraxe gerenstellig 2 endig 2 fisch Igliedrig, 
jede Streheaxe gerenstellig 2 endig Ifaeh Igliedrig. Ist p 
aber ungerade, so ist nnr die Hanptaxe gleichstellig 2 endig 
Ifach /Jgliedrig, jede andere Axe aber ist ungleichendig. 

Die Menge ebenbildlicher Stellungen jeder einzelnen Art 
bei senkrecht aufwärts gerichtetem Hauptstrahle ist hier bloss 
— \ • p ^ so wie auch die Menge von Stellungen jeder ein- 
zelnen andern Art = ^ * 1 ist. Anch hier ist \ ' p = p - \, 

III. Die Hanptaxe sei gerenstellig 2endig 2fach 

yjgliedrig, z. B. 

Fig. 244 A u. B, gerenstellig 2 endig 2 fach Igliedrig 

- 245 - 2 - 2 - 2 - 

- 2^^A,B,C,I),E,F. - • 2 - 2-3 - . 

Man hat dann 

1) Zwei Haup f strahlen^ deren jeder Ifach pyliedrig 
ist; sie verhalten sich |^|. Die doppelten Flügelflächen der 
ersten (oder zweiten) Art für den einen Uauptstrahl fallen 
mit den doppelten Flügelflächen der zweiten (oder ersten) Art 
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des andern HaaptstrahU in mne und dieselbe doppelte Flflgel- 
fliehe der ganten Axe sttBammen. 

2) 2p Querairahlen der ersten Art^ deren jeder in einer 

der p doppelten Flfigelflächen der ersten Art des einsD, mit- 
hin auch in einer der p doppelten Flügelflächen der andern 
Art des andern Hauptstrabis liegt und ein 2/ach Xgliedriger 
ist, dessen doppelte Fiügelliächen in jener Flügelfläche des 
Ilauptstrahls [48] liegen; man könnte einen solchen durch 
den Ausdruck ürehestralilenartuj 2 fach 1 gliedriger Querstrahl 
bezeichnen. Die p einen Strahlen der Art sind einander in 
Beziehung zur obern Körperhälfte, die andern in Beziehung 
zur untern |^| , in Beziehung zum ganzen Körper sind diese 
und jene einander |^| . 

3) 2j» QaeraiariMen der zweiten Art, deren jeder den 

360 

Winkel von ~ — Graden, den zwei benachbarte Qnerstrahlen 

2p 

der ersten Art mit einander bilden, halbirt nnd ein Ifaeb 

2 gliedriger Querstrahl ist. Die p einen verhalten sich sowohl 
in Beziehung zu jeder einzelnen Korperhälfte, als auch in Be- 
ziehung zu den p andern als |=|. 

4) Die übrigen Querstrahlen, welche \ fach Xgliedrig 
sind. Von einer und derselben Art solcher Strahlen sind in 
Beziehung zu einer jeden der beiden (oberen und unteren) 
Körperhälften einzeln genommen p nnter sich ebenbildliche 
vorhanden, die zu p andern, ihnen in derselben Beziehung 
gleich werthigen, sieh gegenbildlich verhalten ; für beide Hälften 
des Körpers zusammen sind 2p ebenbildliche, mithin 2 •2p 
gleichwerthige Ifach Igliedrige Querstrahlen einer Art mög- 
Imh. Die Anzahl d^ Arten Ifaeh 1 gliedriger Querstrahlen 
ist gleich der Menge von Strahlen, die ein Winkel yon 

Graden fasst. 

' 5) Die 2 fach \ gliedngcn ^trehestrahlefi; sie liegen in 
den doppelten Flügelflächen der Hauptaxe, die auch für sie 
die doppelten Flügelflächen enthalten. Die einer Art ange- 
hörigen sind |=| und ihre Anzahl ist Ip^ indem in jeder der 
2p doppelten Fiügelliächen nur einer von jeder Art liegt. 
Die Gesammtheit 2 fach 1 gliedriger Strebestrahlen, die in 
jeder doppelten Flügelfläche der Hauptaxe liegt, zerfällt durch 
den 2 fach Igliedrigen Qnerstrahl in 2 Abtheilungen, deren 
eine der doppelten Flügelfläche erster Art für den einen 
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Hanptstralili die «adm der doppelten Flllgelflieke «weiter 
Art fttt den andern Hanptatnhl angehört. Die Aniahl vod 

Arten für jede AbtheiluDg ist gleich der Menge von Strahlen, 

die ein rechter Winkel fasst. 

()) Die übrigen tStrebcstraJilm ^ welche Ifach IgUedrig 
sind. Nur eine solche FlügeUläche der Hauptaxe, welche 
durch einen Ifach 2gliedrigeu Querstrahl geht, enthält zwei 
gleich werthige Ifach Igliedrige Strebestrahlen, nnd zwar 
ebenbildliche; jede andere einfache Flügelfläche der Haaptaxe 
aber enthält keine [49] 2gleichwerthige solche Strahlen. Die 
Anzahl in Beziehung zu einem Hauptstrahle ebenbildlicher 
Ifach Igliedriger Strebestrahlen jeder Art ist = /?; in Be- 
ziehung zum ganzen Körper einander ebenbildlich sind je 2/ 
solcher Strahlen, die sich zu Ip andern ihnen gleichwerthigea 
gegenbildlich verhalten, so dass die Anzahl 1 fach 1 gliedriger 
Strebestrablen einer Art = 2*2/7 = \p ist. Die Geaammt- 
heit der in einer und derselben Hauptflügelfläche liegenden 
Strebestrahlen wird durch den in derselben Flflgelfläche lie- 
genden Querstrahl in 2 Abtheilnngen gesondert, daher man 
aneh im Allgemeinen die Ifach Igliedrigen Strebestrahlen in 
2 Abthdlnogen tlieilt. Die Menge von Arten lilsoh Iglie- 
driger Strebestrahlen beider Abthdlangen insammengenommen 
ergiebt sieh daher » der zweimal genraunenen Menge tob 
Strahlen, welehe eine Eeke fasst, die von 2 reehten Winkete 

360 

nnd einem Winkel von — — Graden gebildet ist. + der Menge 

von Strahlen, die ein rechter Winkel fasst. 

Ist p eine gerade Zahl, so ist jede 2 fach Igliedrige 
Queraxe gleichstellig 2 endig, jede Ifach 2gliedrige, so wie 
jede Queraxe ebenbildlich 2 endig, jede in der durch die Haupt- 
axe und durch die Ifach 2gliedrige Queraxe gelegten Ebene 
liegende ifach Igliedrige Strebeaxe ist ebenbildlich gleich- 
endig, jede andere Axe aber ungleichendig. Ist aber p un- 
gerade, so ist jede Axe gleichendig, und zwar die 2gliedrige 
Queraxe gleichstellig 2 endig, jede andere Axe aber gerenstellig 
2 endig, 2 fach oder Ifach Igliedrig. 

Die Menge ebenbildlicher Stellungen jeder einzelnen Art 
bei senkrecht aufwärts gerichtetem gliedrigem Hanptstrahle 
ist hier, weil die 2 Hauptstrahlen ebenbildlich sind, = 2 Xp\ 
wenn einer der p ebenbildlichen Ifaoh 2gliedrigen Qu er- 
strahlen senkrecht anfvflrts gerichtet ist, = jox 2, nnd wieder, 
wenn irgend einer der 2p S (ifaoh oder 2faoh) Igliedrigen 
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BMUm wtknM aoMMi g«rielktel ist, ^2pXU Es iit 
aber 2 Xp X 2 = 2p X 1. 

IV. Die Hauptaze sei gere&Btsllig Mendig Ifseh 
j9gliedrigy s. B. 

Fig. 247 gereMtellig 2 endig Ifaok IglMrig 
- 248 - 2 - 1 - 3 - . 

Man hat in diesem Falle: 

1) 2 gleichwerthige sich ;=', nicht verhaltende [50] 
1 fach p gliedrige HaupUtrahlm (die also keine doppelten Fittgel- 
flAehen haben). 

2) QuerstrtMen^ deren jeder 1 fach Xgliedtig ist; je p 
sind in Besiehnng zu «n'em Hanptotrahle » und verhalten 
aioli KU den p Urnen gleii^vertUi^ i die nnler sieh in Be- 
dehnng som andern Hanptstrahle onander S sind| in Be- 
aiehnag snm gaosen Efii^ als gegettbildUeh gleieh. Die 
Anxahl Qoerstrahlen einer Art ist ^so as 2/>, die Ansahl 
der Arten Ton Queistrahlen ist gl^eh der Menge Ten StraUen, 

360 

die ein Winkel von — — Graden fasst, den einen der Sehenkel 

2/> ' 

dieses Winkels selbst dazu gezählt. 

3) Strebestrahle/ij deren jeder gleichfalls \ fach 1 gVicdrig 
ist. Die p einen, unter sich in Beziehung zu einem Haupt- 
atrahle ebenbildlichen , verhalten sich zu den p andern, die 
Bttt ihnen an derselben Art gehören (und unter sich in Be- 
ziehung aui andern Hauptstrahle einander ^ sind), in Be- 
ziehung zum ganen Körper als gegenbildlich gleich. Daher 
ist die Anzahl iren Strebestrahlen einer Art = 2p. Die 
Hange der Arten von 8twbes>rshlen ist gleieh dem D>oppeHen 
der Sonme ans der Menge von Strahlen, die eine Beke fittst» 

360 

welohe von 2 reohten Winkeln und einem Winkel von -^r — Graden 

2p 

eingeschlossen ist, und der Menge von Strahlen, die ein rechter 
Winkel fasst. 

Ist p eine gerade Zahl, so ist jede Queraxe ebenbildlich 
gleichendig, jede Strebeaxe aber ungleichendig. Ist aber p 
ungerade, so ist jede Axe gleiohendig und zwar gleiohendig 
gerenstelUg. 

Die Menge von ebenbildlichen Stellungen jeder einzelnen 
Art bei senkrecht aufwärts gerichteten Hauptstrahlen ist, da 
die beiden Hanptstrahkn nidü ehenbildlieh sind, bloss 
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= 1 Xp. Da von simmüiohen flbrigen StrahleB atetB -nnr 
je /» eiiiaiider ^ sind nod da jeder 8trahl, der Bieht Hanpt- 
strahl ist, bloss Igliedrig ist, so ist bei dem seDkreehten 
Anfirärtsgeriehtetsein von Qaer- oder Strebestrahlen' irgend 
einer Art die Ansabl ebenbildlioher Stelinngen ss x 1. 
Es ist 1 X J» = p X 1. 

y. Die Hanptaxe sei ebenbildlieh 2endig Ifach 

;>gliedrig*), z. B. 

[ölj Fig. 249 Jl. ebenbildlicb gleichendig Ifach igliedrig^ 
- 249-ß. - - 1.3- 

Es sind dann vorhanden: 

1) 2 ebenbildliehe Ifach jogliedrige HauptsiraUenf 

2) p ebenbildliche Ifaoh 2gliedrige QuersiraUen der 
ersten nnd 

3] p ebenbildliehe Ifaeh 2gliedrige Querairahhn der 
zweiten Art Jeder 2gliedrige Qaerstrahl der ersten oder 
zweiten Art ist ein doppelter Strahl der ersten oder zweiten 

Art in der ebenen Figur, die der mittlere Horizontalschnitt 
bildet und welche, als solche, eine 2 fach /^gliedrige ist. 

4) Jeder andere Querst raJil ist bloss Ifach Igliedrig. 
Die p einen, in Beziehung zum einen Hauptstrahle einander 
ebenbildlichen, verhalten sich zu den ihnen gleichwerthigen in 
Beziehung zum andern Hauptstrahle einander ebenbildlichen p 
andern, wenn man sie in Beziehung zum ganzen Körper ver- 
gleicht, als ebenbildlich, während sie in Beziehung auf einerlei 
Flächenseite des als ebene Figur (d. h. ohne Rücksicht auf 
Bedeutung im Körper^ betrachteten mittleren Querschnittes 
sich gegenbildlich verhalten. Die Anzahl Igliedriger Quer- 
strahlen einer Art ist also =2/). Die Anzahl der Arten 



*; Gestalten, denen solche Strahlensysteine entsprechen, sind 
von jeder Art zwei müglich, die sich zu einander gegenbildlich 
verhalten, [61] ohne ebenbildlich au sein; dasselbe gilt daher aneh 
von den Strahlensvstemen selbst, die zwei solchen Gestalten an- 
gehürcn. Es ist keine Stellung für die eine Gestalt mOglich, in 
der sie mit der ihr ähnlichen und gleichen congruirte. 

**) [XI] Die Fig. 249^. ist so mit Buchstaben bezeichnet, wie 
sie von den Mineralogen gewöhnlich bezeichnet zu werden pflegt. 
Sqjl sie aber als Beispiel einer ebenbildlich gleicbendigen 1 fach 
Sgliedrigen Gestalt dienen, so müssen am unteren Ende dieBuch- 
Btoben P und :: mit einander vertauscht werden, wenn sie am 
oberen £nde unverändert stehen bleiben. 
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solelier Strahlen ist = der Menge von Strahlen, die em Winkel 
▼OB Graden faaai 

5) Sfrchestrahle?i; sie sind Iß/rh \(jhedr^g\ je Ip ge- 
hören zu einerlei Art und sind in Beziehung zum ganzen 
Körper ebenbildlich, die p einen sind einander ebenbildlich in 
Beziehung Enm einen, die p andern zum andern Hauptstrahle. 
Nur in denjenigen Hanptflttgelflächen , in welchen 2gUedzige 
Qaerstrablen liegen, sind aneh zn beiden Seiten dieses Quer- 
strahls gleichwerthige (namenttidb ebenbildliche) Strebestrahlen 
befindlieh. Die Anzahl von Arten der Strebestrahlen ist gleieh 
der Menge von Strahlen, die eine Eoke fasst, welehe 2 reehte 

360 

Winkel und einen Winkel von Graden hat, + der Menge 

von Strahlen, die ein rechter Winkel lasst. 

[52] Ist p eine gerade Zahl, so sind die Ifach 2gliedrigen 
Queraxen sowohl als auch die Ifach Igliedrigen ebenbildlich 
2 endig, die in eine durch die Hauptaxe und eine 2gliedrige 
Queraxe gelegte Ebene fallenden Strebeaxeu sind ebenbildlich 
gleichendig, die übrigen aber ungleichendig. Ist p eine un- 
gerade Zahl, so ist jede Ifach 2gliedrige Queraxe uugleich- 
endig, jede auf eine 2gliedrige Queraxe senkrechte Ifach 
1 gliedrige Queraxe ist ebenbildlich gleichendig, jede andere 
Queraxe aber ist ungleichendig; jede in einer durch die 
Hauptaxe und dnroh eine ebenbildlich gleichendige Queraxe 
gelegten Ebene liegende ötrebeaze ist ebenbildlieh gleiohendig, 
jede andere Strebeaxe aber ist nngleichendig. 

Die Menge der ebenbildliohen Stellungen fttr die senkreebt 
stellende Hanptaxe ist » 2/», weil die Hauptaxe aus 2 eben- 
bildlichen jygliedrigen HanptstraUen besteht; bei dem senk- 
leehten Anfwftrtsgeriehtetsein eines 2gliedrigen Qaerstrabls = 
|i X 2, weil die Aniafal 2gliedriger QaerstraUen einer Art 
s= p ist, nnd endlieh bei dem senkreebten Aufwirtsgeriebtet- 
sein eines 1 gliedrigen Quer- nnd Strebestrables s 2p X 1} 
weil je 1p der 1 gliedrigen Strahlen ^nander ebenbildlicb sind 
und jeder nur eine einzige anfreehte Stellung jeder Art ge- 
stattet. Es ist 2 X = /» X 2 = 2;? X l. 

VI. Die Hauptaxe sei ungleiobendig 2fach 
! /»gliedrig, £. B. 

Fig« 250 nngleiobendig 2ftMh 3gUedrig, 
- 251 - 2 - 3 - . 
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Es Ist dann vorlundeii: 




I 2 fach p gliedriger Hauptairahl^ beide 




staUMMTtig %UA IgUadiig d»d. Die rai eiaariei Art ifaiä 
also einuider 1^1. 

5) Die übrigen Querstraklerij deren jeder 1 fach 1 gliedrig 
ist; je p sind ebenbildlicb und gleichwertbig nait p andern 
unter sich ebenbildlichen, zu denen sie sich gegeubildlich 
verhalten. Die Anzahl l fach 1 gliedriger Querstrahlen einer 
Art ist also [53] = 2 p, Die Menge der Arten derselben ist 

360 

gleieb der Menge der SiraMen, die ein '^Hnkel von -r — Graden 
faaat. 

6U. 7) Die tfaeh igJMrigmS^a^titrMm^ die (gleiek 
den %fMA Iglie^iigeii QoentiahleB) in 4U dcppMm Mampi- 
flügelßäehmh 4kr enUn oder der wwmUm Art Mim. Die 
ABiabl 1^1 2fieli I gliedriger Blrebeelnldeii einer Art ist p, 
die Menge von Arten fiUr Jede dieser beiden AMelinsgen 
%UA Igliedriger Strebeetrahlen ist gleieb dem Doppelten der 
Ansahl von Strahlen, die ein rechter Winkel fasst. 

8) Die \fach \gUedrigen Strebestrahlen ^ von denen 
je unter sich ebenbildlicbe mit p andern unter sich eben- 
bildlichen, die sich zu ihnen gegenbildlich verhalten, zu einerlei 
Art gehören, so dass die Anzahl solcher Strahlen einer Art 
= 2/? ist. Die Menge von Arten 1 fach 1 gliedriger Strebe- 
strahlen ist gleich dem Doppelten der Menge von Strahlen, 
die eine Ecke fasst, welche von 2 rechten Winkeln nnd einem 

, , 360 
Winkel von -jj— Graden gebildui ist. 

Ist p eine gerade ZabI, so sind ^e 2faeb Igliedrigen 
Qneraxen gleiebsteifig 2 endig, die andern Qnerazen aber irind 
ebenbildlieb gldebendig. Die Btrebeazen sind nngleieheadig. 
Ist p ungerade, so sind bloss die anf die 2faeb 1 gliedrigen 
(nngleiebendigen) Queraxen senkrechten Ifacb Igliedrigen 
Qneraxen gleichendig, und swar gleicbstellig 2endig, alle 
flbrigen Axen aber sind ungleichendig. 

Die Menge der ebcnbildlichen Stellungen für eine Gestalt 
mit uugleicheudiger 2 fach ^gliedriger Hauptaxe ist für den 
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lenkfecki «n^enohtetea H«iptBtrahl dar eisen Art == t xp» 
fnr einen ienknoht anfwftrto gwiekleton Ifedi. Igliedrigen 
Sinld aber, weil immer nnr p ebenbildBelie Strahloi der Art 
▼orhanden eind, e=j0Xl;/>Xi»>iX/'. 

Vn. Die Hanptaehee sei nngleieliendig Ifaeli 
/^gliedrig, s. B. 

Fig. 252 u^. ungieiohendig Ifach Igiiedrig, 

- 252i?. - 1 - 2 - 

- 252(7. - l - . 3 - 

- 252Z>. - l - 4 . . 

So hat man 

1) einen Hauptstrahl der ersien Arty 1 ^^^^^ feder 

2) einen Huupi strahl der ztreiten Art, f ^ 
ein Ifach j9 gliedriger , dem andern nicht gleichwerthiger 
Strahl ist. 

[54] 3) Querttrahlen, Jeder Querstrahl ist Ifach 
IgUedrig; je p eine Art ansmacheude Qaerstrahlen sind 
einander ebenbildlieli, die Anzahl der Arten von Qnerstralüen 

360 

iat = der Menge von Strahlen, die ein Winkel von 

P 

Graden fasst, den einen Schenkel dazu gezählt. 

4) Strebestrahlen. Sie sind 1 fach l gliedrig ; je p eben- 
hildliche machen eine Art aus. Die Anzahl der Arten ist 
gleich dem Doppelten der Menge von Strahlen, die eine Ecke 
fasst, weiche von 2 rechten Winkeln und einem Winkel von 
3Ö0 

Qraden eingeseliloBsen ist, + dem Doppelten der Menge 

P- 

▼Ott Strahleai die ein reehter Winkel faist 

Ist p gerade, so sind alle Qamiea ebenlnldlidi gleiet^ 
endig, die Strebeszen aber sfaul nnglelebendig. Ist p «n- 
gerade, so sind die Axen nngleiebendige. Die Menge eben^* 
bildlieber Stellungen einer soleben Qestalt ist lo, wie bei 
ungleicbendiger 2 fach />gliedriger Hanptaze. 

Ist p = so fällt der Unterschied zwischen 2 fach 
gliedrig und 1 fach /»gliedrig weg, so wie auch die Unter- 
schiede hinsichtlich der Art der Gleichendigkeit, und man 
hat nur 

A. Gestalten mit gleichendiger und zwar gleichstellig 
2 endiger unendliohgUedriger üanptaxe, z. B. Doppeliiegeli 
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B. Gestalten mit nngleichendiger unendiichgiiedriger 
liauptaxe, z. B. einfacher Kegel. 

3) Abhängigkeit der versciliedenen Axen eines hauptazigen 

Azensystems von einander. 

Wenn bei einer hauptaxigen Gestalt die Beschaffenheit 
der Axo selbst unbekannt, jedoch eine Axenart derselben ge- 
geben ist, so dass man weiss: 

1) wie viel gleichwerthige und dann auch wie viel eben- 
bildliche Axen dieser gegebenen Art im Körper vorhanden sind; 

2) ob jede der gegebenen Axen 1 fach oder 2 fach mgliedrig 
sei, so dass rn die gegebene Zahl 1 oder 2 bedeutet; 

3) ob jede solche gegebene Axe entweder a) eine gleich- 
endio:e sei, und dann in welcher Art die Gleichendigkeit hei 
ihr stattfinde, oder b) eine un^leichendige, und dann ob die 
zu suchende Hauptaxe selbst eine gleichendige sei oder nicht, 
so kann man den Charakter der Hauptaxe sowohl, als auch 
die [d5J Beschaffenheit des ganzen Strahlen- oder Axensystems 
finden. Man wisse z. B., in einer hauptaxigen Gestalt seien 
vorhanden 3 gerenstellig 2 endige 2 fach Igliedrige Axen, die 
demnach einander ebenbildlich sind, so giebt 1) die Anzahl 3 
zu erkennen, dass man es nicht mit einer Hanptaxe zn thnn 
habe; 2) dass diese Axen, wenn sie Qneraxen sind, strebe- 
strahlenartag 2 fach Iglledrig sein müssen; denn wären sie 
qnerstrahlenartig 2 fach Igliedrig nnd dennoch gerenstellig 
gleichendig, so mttsste ihre Anzahl eine gerade sein, was die 
Zahl 3 nicht ist. Sie können also bloss ans 2 fach Igliedrigen 
Strebestrahlen oder ans strebestrahlenartigen 2 fach Igliedrigen 
Querstrahlen bestehen. Daraus folgt dann wieder, dass jeder 
der beiden Hauptstrahlen 3 doppelte Flügelflächen der 1 sten 
und 3 doppelte Flügelflächen der 2ten Art haben müsse, und 
zuletzt, dass die Hauptaxe eine 2 fach 3gliedrigo gerenstellig 
gleichcndige sein müsse. 

4j Vereinigung der hauptaxigen Strahiensysteme in höhere 

Abtheilungen. 

Begriff der 1-und ///maassigen Systeme. Abgekürzte 
Namen der hauptaxigen Strahlensysteme. 

Berücksichtigt man die Anzahl gleichwerthiger Axen oder 
Axen von einer Art und nennt man diese im Allgemeinen ' 
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so ist leicht einziiBahen, dm in jedem StralileiiBysfteme we- 
aigeteiis 2 Arten .von Qnenxen Yorkommen mflsaen, für welche 
X den kleinsten Werth hat, der in dem fraglichen Systeme 
fdr andere, als die einheitliche Hanptaxe mdglich ist. Es sei 
dieser kleinste Werth Yon x^m, so ist in jedem hanpt- 
axigen Systeme der Werth yon xi 

für die Hauptaxe = 1 , 

für die Queraze erster Art = 

Ittr die Qneraxe zweiter Art = m , 

ftr die übrigen Qaeraxen s=z i m oder = 

fftr die Strebeaxen = m oder 2 m oder 4 m. 

Ist bloss für 2 Arten von Queraxeu x = m, so sind diese 
Queraxen von den sämmtlichen übrigen Axen unterschieden, 
hierdurch sowohl, als auch durch höhere, ihnen zustehende 
Regelmässigkeit, und es ist nothwendig^ sie als vorzüglich 
wichtige Axen zu betrachten und vor den andern minder 
wichtigen Axen auszuzeichnen. Ist für alle Arten von Quer- 
axen X = so ist es möglich, zwei von diesen Arten als 
die wichtigern zu betrachten, gleich wie es möglich war, 
unter mehreren einheitlichen [Ö6] Axen eine als die Haupt- 
axe anzusehen. Auch leuchtet es von selbst ein, dass, wenn 
swei Strahlensysteme gegeben sind, die mit einander verglichen 
werden sollen, und far beide der Werth Ton m glieich gross 
ist, im einen Systeme aber die Qaeraxen erster und zweiter 
Art notwendigem im andern dagegen zn wäJdende sind, man 
in diesem die Lage der beiden Arten Ton Qneraxen gegen 
«blander so sn wihlen habe, wie sie in jenem gegeben ist. 
Nennt man daher die Qneraxen erster nnd aweiter Art die 
Meesungsqueraxen (Qnerdimensionsaxen) nnd fasst man diese 
beiden Arten von Axen nnd die Hanptaxe nnter dem gemein- 
sehafUlehen Namen Meesungsaxen snsaamen, so sieht man 
leioht ein, dass die hanptaxigen Strahlensysteme sn mehreren 
in Familien vereint werden können, so dass diejenigen, welche 
einerlei Anzahl von Messungsqueraxen einer Art*) besitzen, 
zu einer und derselben Familie gehören und 1- und /wmaassige 
Gestalten benannt worden können. 

Wenn m ungerade ist, so bildet je eine Queraxe zweiter 
Art mit einer solchen erster Art einen rechten Winkel; ist 
aber .m gerade, so bilden zwei gleichnamige Qneraxen rechte 
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Winkel mit einander; je eine solche erster Art aber bildet mit 
einer der 2ten einen halben rechten Winkel. Der Werth von 
p ist entweder = m oder = 2 m. 

Ai8 1- and 3iiiMasige Strahlensysteme sind zu betraehton: 

gleichstellig 2endigü 2 fach] 6gliedrige System 
gleichstellig 2 endige] 1 fach G - - 
ebenbildlich 2 endige [Ifach] 6 - 



l 

2 
3 
1 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 



das 
das 
das 
das 
das 
das 
das 
das 
das 
das 
das 
das 



ungleichendige [2 fach] 6 

ungleichendige 1 fach 6 

gleichstellig 2 endige 2 fach 3 

gleichstellig 2 endige 1 fach 3 

fgerenstellig 2 endige 2 fach] 3 

[gerenstellig 2 endige] Ifach 3 

ebenbildlich 2 endige 1 fach 3 

angleichendige [2 fach] 3 

ongleiehendige l£sch 3 



Setzt man hier statt 3gliodrig den allgemeinen Ausdruck 
[271 -f- 1 gliedrig und statt 6gliodrig 2 [1n-\- l)gliedrig, so 
hat man die 12 Strahlensysteme, welche 1- und mmaassig 
sind, wenn m eine [57] ungerade Zahl = (2/i -f- 1) ist. Für 
71 = 0 oder m = 27»+^ = ^ man die 1- und 1 maassigen 
Systeme *). 

Als 1- and 2maas8ig6 Strahlensysteme sind an betraehteH: 

1) das [gleichstellig 2 endige 2 fach] 4 gliedrige System 

2) das [gleichstellig 2 endige] Ifach 4 - 

3) das ebenbildlich 2endiccc [Ifach] 4 - 

4) das ungleichendige [2 fach] 4 - 



*) Von den 1- und 1 maassigen Systemen ist das 2te mit dem 
Sten, das 4te mit dem 6ten, das 5t6 mit dem lOten, das 7te mit 
dem 1 1 ten so verwandt, dass das eine an die Stelle des andern 

gesetzt werden könnte, wenn es erlaubt wäre, die Hauptaxe dea 
einen mit einer andern einheitlichen Axe desselben zu vertauschen. 
Dass dieses jedoch nicht überall erlaubt sei, geht daraus hervor, 
dass die menschliche Gestalt, wenn man die rechte und linke HSIfte 
als gleichwertbig betrachtet und von den Verschiedenheiten im 
inneren Baue absieht, einem Strahlensysteme entspricht, welches 
eine ungleichendige 2 fach 1 gliedrige Hauptaxe hat, welche von 
jedem unmittelbar für die richtige wird angesprochen werden, ob- 
gleich andere einheitliche Axen vorhanden sind, welche rein mathe- 
matisch genommen, eben so gut zur Hauptaxe gewihlt werden 
könnten» als diese. 
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5] das iiBgleichendige Ifach 4gliedrige SjBtem 

6) das geiea«teUig 2eiidige [2 fach] 2 - 

7) dM gerenstellig 2 endige Ifaoh 2 • - • 

Setzt man statt des Ausdrucks 2gliedrig den allgemeineren 
2??gliedrig und statt 4gliedrig den Ausdruck 4«gliedrig, so 
hat man die 7 Strablensysteme , welche 1- und ;wmaas3ig 
sind, wenn m eine gerade Zahl = 2 n ist» Dass hier von 
den 2gliedrigen (2 /»gliedrigen) nur die gerenstellig 2 endigen 
vorkommen nnd also hier nur 7 Systeme anfgezählt werden, 
während, wenn m ungerade ist, die Anzahl 12 betrftgt, liegt 
daiini dass bei den ttbrigen 2gliedrigen Strahlensystemen nnr 
je eine Messnngsaxe einer Art Torhanden ist, nnd nicht 2 
einander gleichwerthige Messnngsaxen erster Art, nnd 2 gleieh- 
werthige solche zweiter Art, oder allgenieui, dass bei den 
ttbrigen 2»gliedrigen Strahlensystemen nnr n gleiehwerthige 
Qnerazen erster Art nnd n solche gleichwerth^e Qnerazen 
zweiter Art vorhanden ^nd^). 

[58] Da es von Kntaen sein durfte, kfirzere Benennungen 
flBr die wichtigsten Strahlensysteme zu haben, so werde fest- 
gesetzt, dass, wenn der Werth von p bekannt ist, man also 
weiss, ob p gerade ist oder ungerade, folglich auch bekannt 
ist, ob die gleichendigen Axen vorherrschen oder die ungleich- 
endigen, diejenigen Systeme, bei denen die gleichendigen Axen 
vorherrschen, als die wichtigeren angesehen werden und eine 
abgektirztere Benennung erhalten sollen. Dieses kann da- 
durch geschehen, dass man den Theil der Benennung, welcher 
bei der hier beispielsweise stattgefundenen Aufzählung: der 
1- und 3maassigen Gestalten und der l- und 2maassigen in 
[] eingeschlossen ist, vernachlässigt. Dieselbe Art der Ab- 
ktirzung, wie bei den 1- nnd 3maassigen Systemen, findet 
nattirlich statt bei allen 1- nnd (2n-f- 1) maassigen, folglich 
auch bei den l-- nnd 1 nuuMsigeii Systemen, nnd eben so tritt 
die bei dM 1- nnd 2maa8^gen Systemen angedentete Ab- 
kttnang IBr alle 1- nnd 2nmaa88ige Systeme ein. 



*) Dass dessen ungeachtet Verhältnisse stattfinden können, 
gemäss welchen ein gleichstellig 2 endiges 2fttch 2gliedrige3Strahlen- 
system, s. B. in sehr naher Verwandtschaft stehen kOnne mit einem 
gleichstellig 2 endigen 2 fach l^Iicdrigen, ist von selbst einleuch- 
tend, anch wird dieses in der Folge berOhrt werden. 

Oftwftld'i DMiiltOT. 88. & 



I 



66 Joh, Friedr. ChristUu UeaseL 



T« Lehre tob den baaptaxigen Gestalten. 

1) Von den Ilieheni Xanten and Beken derselben im 

Allgemeinen. 

Wenn einer Gestalt ein Strahlensystem entspricht, so kann 
man umgekehrt die Begrenznngsfläohen nnd die Kanten der 
Gestalt nach den Strahlen jenes Systems benennen, die anf 
ihnen senkrecht sind, so wie die Ecken nach den den Eck- 
punkt treffenden Strahlen. Wegen der Begrenznngsflftchen ist 
weitere Erlaatemng flberflflssig, da Ton ihnen im Wesent- 
lichen dasjenige gilt, was von den Schnittebenen in einem 
Körper gesagt wurde. Die Kanten anlangend, so ist in ihnen 
ein Paar von Richtungen in der Linie der Kante selbst ge- 
geben, welche als abgesondert betrachtet werden müssen. 
Die Kanten können daher bloss sein 

1) Ifacli lyliedrige Kanten^ wenn auf ihnen ein 2 fach 
2gliedriger Strahl des Strahlensystems, das dem Körper ent- 
spricht, senkrecht ist. Man kann von einer solchen Kante 
sagen, sie sei ebenbildlich gegenbildlich gleichendig nnd 
ebenbildlich gegenbildlich gleichseitig. 

2) i/ach Igliedrige Kanten, die senkrecht auf Ifach 
2gliedrigen solchen Strahlen sind. Dergleichen Kanten sind 
ebenbiidiich gleichendig, ebcnbildlich gleichseitig. 

3) 2 fach Igliedrige Kanten^ die senkrecht anf 2 fach 
Igliedrigen solchen Strahlen sind; sie zerfallen in 

[59] a) ungleichendige oder, was dasselbe ist, gegen- 
bildlich gleichseitige 2 fach 1 gliedrige Kanten und in 

b) gegenbildlich gleichendige oder, was damit einerlei 
ist, ungleichaeitige Ifach 1 gliedrige Kanten, 

Bei jenen geht die Ebene der doppelten Flügelflächen 
des 2 fach 1 gliedrigen Strahles im Körper, auf welchen die 
Kante senkrecht ist, durch die Kante selbst, so dass diese in 
ihr liegt; bei diesen ist die Kante senkrecht auf jener Ebene. 

4) {fach Igliedrige Kanten^ senkrecht auf Ifach Iglie- 
drigen Strahlen des dem Körper entsprechenden Strahlen- 
systems; sie sind weder gleichendig noch gleichseitig. 

£ine senkrecht stehende Sänle mit regelmlssig sechs- 
seitiger oberer nnd nntercr Hoi^zontalflftche hat 6 vcrticale 
Kanten, welche dem Falle 1), nnd 12 horisontale Eanten, 
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weklie dem Falle 3 b) ent^eehflo« E&i Pandlel^ipedoo, 
w^fibes Ton 6 gteieheii umd ilmliebeii Bauten unMhloeaeii ist, 
JbAt in Besüg auf das ihm entepreehende BtraUensyttem 
6 Kanten, «die dem Falle 2), nnd 6 Kanten, die dem Falle 3a) 
entBpreehen. Bei dnem yon Tier ungleielien nngleiehselienk- 
ligen Dreiecken umBobUNwenen Kdiper ist jede der Kanten 
eine Ifaoh Igliedrige. 

Eine jede Ecke ist ans denselben Gründen im Allge- 
meinen entweder eine Ifach pgliedrige oder eine 2 fach 
jjgliedrige. Die ifach pgliedrige ist wieder eine p- oder 
2 X p' oder ^ X p- oder ?i X/> kantige, je nachdem in ihr 

1 oder 2 oder 3... oder w verschiedene joheiten von Kanten 
zusammentreffen, von denen die zu jeder pheit gehörigen 
einander ebenbildlich sind. Die 2 fach /?gliedrige Ecke ist 
eine/) kantige oder 2 X /^kantige oder ^kantige u. s. w., allge- 
mein eine n X ^kantige oder nX t und ^kantige oder nXt 
und 2 xj» kantige; Ausdrücke, welche, wenn man statt des 
Beiworts kantige setzt das Wort winklige, den Schnittebenen 
senkrecht auf den Strahl dee Strahlensystems, dem jene Ecke 
angehört, entsprechen, wenn sftmmtliche Kanten der Ecke von 
der Schnittebene getroffen werden. Der Bnehstabe t bedeutet 
eine Zahl = 2p Yon Kanten, wovon die p einen nnter sieh 
ebenbildlieh nnd an den p andern, ihnen gledehwerthigen, 
gegenbiidfieh sind« Die Zahl n bedentet die Menge solcher 
▼endhiedenwerthiger ^heiten, der Bnehatabe/i in oUger For- 
nsel aber besieht sich anf die Menge tob ebenbildlieh gegen« 
bUdliehen Kanten. Kommt der Ansdmek 2Xp vor, so sind 

2 verschiedenwerthige pheiten solcher Kanten an der Ecke 
zu finden. [60] Die wichtigsten 2 fach jsgliedrigen Ecken 
sind die /; kantigen und die 2 X kantigen. Von den 2 fach 
2gliedrigen insbesondere sind wichtig die 2 X 2 kantigen, 
die 4 kantigen u. s.w.; von den 2 fach 1 gliedrigen die 2- 
und 1 kantigen, die 2- und 2 X 1 kantigen, die 2 X 2 kantigen, 
die 2X2- nnd 1 kantigen, die 2 X ^- nnd 2X1 kantigen 
n, 8. w. 

Jede Fläche einer hauptaxigen Gestalt aber ist entweder 
senkrecht auf einen Hauptstrahl, und dann heisst sie Hori- 
zontalfläche oder Tafelßache^ oder senkrecht auf einen Quer- 
strahl, und dann heisst sie Vertioalfläche oder Säuler^lächef 
Seitenfläche^ Seitentoand, oder endlich senkrecht auf einen 
Strebestrahl, nnd dann heisst sie Streb^äehe oder sekutfe 
Wand. 

6* 
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Eine Ecke, in deren Eckpunkte die Hauptaxe sich endigt, 
heisst ein Scheitel der Gestalt (vertex^ Poleoke, Spitze xu B. w.). 
Eine Gestalt hat also höchstens 2 Scheitel. 

Kanten^ die im Scheitel znsammenlaafen, heissen Scheitel-^ 
kanten (erura verttcts, Polkuten). Kanten, welche die Fli- 
ehen des einen Seheiteis von denen des andern trennen, 
heissen Mittelkanten {aeies medtae). Bildet die Gesammtheit 
der Mittelkanten mit ihren Enden aneinanderstossend einen 
in deh selbst snsammenlanfenden Eantenring, so heisst dieser, 
gleichviel ob jene Kanten in einerlei Ebene liegen oder ob 
sie ein Zieksaek bilden, Band der Gestalt {margo)j und die 
Kanten, die ihn bUden,. heissen Bandkanten {acies marai^ 
nalee). Ecken, die dem Rande anliegen, heissen Bandeeken 
[acumina marginalia). Ecken, die den Mtttelkanten anliegen, 
heissen Mittelerken {acumina media). Kanten parallel der 
Hauptaxe heissen Seitenkanten oder Säulenkanten [acies 
laterales). Trifft ein Ende der Hauptaxe in eine einzige 
Kaute, so heisst diese Kante Gipfelkante [acies culminali^). 



2) Geatalten, die einem gegebenen hauptazigen Straklen- 

syiteme entsprechen. 

Bisher wurde (zum Behuf der Auffindung sämmtlicher 
denkbarer Arten von hauptaxigen Strahiensystemen) die Gestalt 
als das Gegebene betrachtet und für sie dasjenige körperliche 
Strahlensystem anfgesncht, welches ihr entspricht, wenn man 
alles, was an ihr möglicher Weise als gleichwerthig betrachtet 
werden kann, wirklich als gleichwerthig betrachtet. Es wurde 
daher für jede hanptaxige Gestalt ein bestimmtes Stralden- 
System [61] anfgefnnden, das ihr entspricht Geht man aber 
nmgekehrt Ton einem gegebenen Strahlensysteme ans und sucht 
die ihm möglicher Welse entsprechenden Gestalten zn findeo, 
so ist einlenchtend, dass innerhalb bestimmter Grensen eine 
nnd dieselbe Gestalt verschiedenen Strahlensystemen ent- 
sprechen könne; denn es ist hier nnn nicht mehr bloss die 
Rede von der Gldehwerlhlgkeit der Theüe eines Körpera nn 
sich, sondern von dieser Gleichwerthigkeit in Besiehnng sn 
dem bestimmten gegebenen Strahlensysteme, welche letztere 
Gleichwerthigkeit die erste bei den betrelTenden Tbeileu 
voraussetzt, während nicht umgekehrt T heile eines Körpers, 
die au sich gleichwerthig sind, auch sich als gleichwerthig 
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YefliaHeii rnftnen in BeiMMmg n dem gegebenen Btnhlen- 
systeme*). 

Man erhAtt aber Gettalien, die einem gegebenen Sirahlen- 
systeme entsprechen, wenn man Ebenen so um ämt Kittel- 

punkt desselben herumlegt, dass, wenn eine solche Ebene 
einen bestimmten Strahl in einer bestimmten Entfernung vom 
Strahlenmittelpunkte so schneidet, dass sie auf diesem Strahle 
senkrecht ist, auch jeder andere, dem erwähnten gleichwertliige, 
Strahl eben so durch eine Ebene geschnitten wird. Die Menge 
von Strahlenarten, welche auf solche Weise als Normalen 
von Begrenzungsebenen auftreten, bedingt daher die Menge 
von Flächenarten, welche eine Gestalt haben kann; die Menge 
von Strahlen einer Art bestimmt die Anzahl der gleichwerthigen 
Begrenzungsflächen [62] der Geatalt^ auf deren FlAohen jene 
Strahlen senkreoht sind« 

Einfache nnd inBammengeseUte Gestalten. 

Jede einem gegebenen Strahlensysteme entsprechende Ge- 
stalt ist entweder eine einfache [forma simplex)^ oder eine 
zusammengesetzte [f. cojnposita^ Combinationsgestalt) , je 
•nachdem sie begrenzt ist von Flächen einer Art**), d. h. von 
eolohen, deren Normalen gleich lange Strahlen von einerlei 



*) Denn gleichwie man die Zahl 6 betrachten kann nicht bloss 
als ein Glied der secbsheitlichen Zahlenreihe 6, 12, 18, 24 
deren Haupteharakter sie bedingt, sondern aach als solchee der 

drelheltlichen 3, 6, 9, 12 ferner der zweiheitlichen 2, 4, 6, 8... 
und endlich der einheitlichen Zahlenreihe 1, 2, 3, 4, 5, 0. 7 
wobei sie als ein bedingtes Glied bloss erscheint, während man j 
nicht umgekehrt die Zahl 3 oder 4 u. s. w. als Glied der seclis- ! 
heitlichen Zahlenreibe betrachten kann, so kann mau eine Gestalt, 
die ihrer Beschaffenheit nach als eine solche mit 6gliedriger Hanpt- \ 
axe an betrachten ist, auch ansehen als eine solche mit Sgliedriger 
oder 2gliedriger oder 1 gliodrij^^er Hauptaxo, nicht aber umgekehrt. 
Gleichwie ferner die 2 fach />gliedrige ebene Figur sich als eine 
1 fach /Jgliedrige betrachten liess, eben so lässt sich auch eine 
Gestalt mit 2fach ^^liedriger Hauptaxe ansehen als eine mit Ifach \ 
T^gliedriger Axe. IMe verschiedenen Arten des Gleichendigseins ' 
der Hanptaxe sind ebenfalls nur Arten des Bestehens ans zwei I 
gleichnamigen, nicht nothwendig gleichwerthigen Strahlen. i 
**) Es werden hierbei nicht bloss ringsum endlich begrenzte, j 
sondern auch solche Eaumtheile, die in einer oder in mehreren | 
liichtungcn. eine unendliche Ausdehnung haben, selbst wenn sie i 
nur toaen einer mimgwn Richtung hin (d. h. dnrch eine einzige Ebene) [ 
b^prenit alnd, afti einlhohe Oestaiten betrachtet 
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Art in dem gegebenen StrahlensyBieme sind, oder von Flächen 
verschiedenen Werthes. 

Um ans einer zusammengesetzten Gestalt eine eiosehie 
der in ihr enthaltenen einfachen Gestalten zn entwickeln^ ver- 
längert man die Flflehen einer Art so weit, bis sie allein 
einen Banm begrenzen , der eine dem gegebenen Strahlen- 
systeme entsprechende einfache Gestalt darstellt Auf solehe 
Weise kann man nach nnd naeh aUe einfachen Gestalten finden, 
in welehe, dnreh diese Untersuchnngsart, eine gegebene zn- 
sammengesetzte Gestalt zerlegt werden kann. — Meist erhilt 
man bei dem Yersnehe, diejenige dem gegebenen Strahlen- 
system entsprechende einfache Gestalt zn entwickeln, welche 
von Flächen einer bestimmten Art gebildet wird, statt einer, 
mehrere einfache Gestalten, die dieser Bedingung genügen, 
nnd es muss dann bekannt sein, welche von ihnen die zn 
entwickelnde sei. In der Regel pflegt man von den einander 
umschliessenden einfachen Gestalten, die so erhalten werden, 
zunächst die innere aufzufassen. — Einfache Gestalten, die 
nicht ringsum endlich begrenzt sind, kann man sich auf eine 
zweckmässige Weise nur dadurch versinnlichen, dass man sie 
ans zusammengesetzten Gestalten durch Zerlegung entwickelt. 

Tafeiflächner, Seitenwandner, Schiefwandner. 

Was nun zunächst die einfachen hanptaxigen Gestalten 
angeht, so ist jede derselben entweder ein Tafeiflächner 
[polepipedu7n\ oder ein Seitenwandner [orthepipednm\ oder 
ein Schiefwandner [cl{nepipedum)\ und es ist einleuchtend, 
dass kein Tafeiflächner und kein Seitenwandner und dass auch 
nicht Jeder Schiefwandner eine ringsum endlich begrenzte Ge- 
stalt sei. 

[63] Da Winkel von 0^ oder 90^ gleichfalls Winkel sind, 
so ist einleuchtend, dass das, was im Allgemeinen fflr einen 
Strebestialil gilt, der mit der Hanptaze einen Winkel = x 
bildet, mit der entspreohenden Yerändemng aneb gelten müsse 
fttr den Werth von x = 0^ oder =s 90^, d. b. ftlr einen 
Hanptstrabl oder Qnerstrahl. Die sohiefwandigen Gestalten 
sind sonach die allgemeineren in jedem Systeme, die Tafei- 
flächner nnd Sdtenfläebner aber sind nur als besondere Fälle 
zn betrachten. Da, wo Strebestrahlen vorkommen, die 2 fach 
1 gliedrig sind, neben solchen, die 1 fach 1 gliedrig sind, werden 
aus gleichen GrOnden Gestalten, deren Flächen senkrecht zn 
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2 fach Igliedrigen StrebestrahloD sifid, als b«atlminte Varie- 
täten Boleher GeatalteD betrachtet wcTclen k^tancB, deren Fliehen 
senkrecht auf Ifach Igliedrigen Btrebestrahlen stehen. 

3) Oostnlten der einaelnen hanptaxigen Systeme« 

1. Einfache Gestalten mit glcichstellig 2endiger 2fach 

jögliedriger Hauptaxe; 

gleiehsteliig 2 endige 2 fach pgUedrige Gestalten. 

Es liegen in jeder hier möglichen Haaptflügelfläche je 2 
gleichwerthige Strebestrahlen so, dass der Querstrahl den 
Winkelj den sie bilden, halbirt. Es sei aa die Hauptaxe, ^* 
rr ein Querstrahl, die Ebene durch rc und ad folglich eine 
Hauptfltlgelfläche, cp und cp' seien zwei in ihr liegende 
gleichlange, gleichwerthige gegebene Strahlen, ar sei in p 
senkrecht auf cp^ so wird durch ar eine auf cp senkrechte 
Ebene gelegt werden können und ebenso durch a'r eine auf 
cp' senkrechte. Diese beiden Ebenen schneiden sich mit ata' 
in dem Pnnkte r so, dass sie dort Ecken bilden, die 2 rechte 
Kanten ra und rüS haben. IMe 8te Kante steht sonach 
senkrecht auf der Ebene der beiden rechten Kanten, d. h. auf 
aruCy ist also eine horisontal liegende Kante, wenn arä eine 
Vertiealebene ist. Diese Qaerkuite ist anch senkrecht auf 
dem Querstrahle er. 

Es sei nun snerst et ein Qncrstrahl der ersten Art, so 
sind p dergleichen Strahlen vorhanden ; es entsteht daher eine 
Anzahl =p Ton Qnerkanten, die im mittleren Querschnitte 
liegen. Ist /? = 3 oder grösser, so ist die von p solchen 
Kanten umschlossene ebene Figur im mittleren Querschnitte 
eine geschlossene und zwar ein regelmässiges /?seit. Somit 
kann man sagen: die fragliche Gestalt bilde einen in der 
mittleren Horizontalebene liegenden Rand, einen ebenen Hand 
um die Hauptaxe, sie sei ein Ebenra7idner [dipyramis^ Doppel- 
pyramide), und zwar, da [64] ihre t (= 2p) Flächen eben- 
bildlich sind, ein ^flächiger Ebenrandner (dipyrainis t, edrica), 
z. B. 6 flächiger Ebenrandner oder dipyramis hexaedrica^ i. 
8 flächiger Ebenrandner oder dipyramis octaedrica, quadra- 
tischer Achtflächner, quadratisches Oktaeder, gleichschenkliges 
Oktaeder, viergliedriges Oktaeder, gleichschenklig vierseitige 
Pyramide, tetragonale Pyramide, octa^dre ä base carr^e 
etc., 1 2 flichigcr Ebenrandner, dipyramü dadeeaedrica^ sechs- c. 
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selti^e Doppelpyramide, Bipvramidaldodekaeder, dudecaodre 
bipyramid ;il , sechsgliedri^e Doppelpyramide, Dihexaeder, 
Quarzoide, gleichschenklige sechsseitige PyrAmide, Diihom- 
boeder u. s. w. 

Jeder ^flächige Ebenrandner, alB Gestalt aa sich betrach- 
tet, hat: 

1) p obere und p untere |^| sich verhaltende Flächen, 
welche 2 fach igliedrige 2- asd Iseitige Flgiuren oder Keil- 
flAehen sind ; 

2) 2 ^1 sieh verhaltende Seheitel a, welche /»kantige 
2 fach pgUedrige Ecken sind; 

3) p 1^ aieh yerkaltende 2 X 2 kantige 2&eh 2gliedtigi 
BandeelDen b\ 

4] p dem oberen and p dem unteren Sobeitel angehönge 
l^j Scheitelkanten welche glmehteitige ungleiehendige 2 fach 
Igliedrige Kanten rind; 

5) p RandkanUn welche {^| nnd 2flBeh 2gUedrige 
Kanten eind. 

Wegen der gleiohsehenkligen Dreieckflächen kann man 
einen solchen Körper auch einen gleichschenkligen Eben rand- 
ner, dipynwiia ibosccloidea^ nennen, wenn man die Zahl der 
Flächen nicht anzugeben beabsichtigt. Die Hauptfltigelflächen 
der ersten Art liegen hier so, dass sie auf den Randkanten 
in deren Ilalbirungspunkte senkrecht sind. Die Querstrahlen 
der '2ten Art, folglich auch die Uauptflvlgeiäächeu der 2ten 
Art, gehen durch die Ran decken. 

Flächen senkrecht auf Strebcstrahlen in Hauptfltigelflächen 
der 2ten Art liefern unter ähnlichen Bedingungen gleichfalls 
einen ^flächigen Ebenrandner, und zwar einen solchen der 
2ten Stellung, wenn man jenen als einen der ersten Stellung 
betrachtet und die Lage. des Strahlensystems als nnverändert 
sich denkt. Bei ihnen gehen die Qaci strahlen der ersten Art 
durch die Kandeckcn, folglich die der 2ten Art durch die 
Halbirangsponkte [65] der Bandkanten. Ist ein ^flächiger 
Ebenrandner einem 2 fach |>gliedrigen Strahlensysteme en^- 
sprechend gebildet, so ist aneh nmgekehrt das ihm entsprechende 
Strahlensystem ein 2 fach j^gliedrigei, das mit Jenem llbersin- 
stimmt. Denkt man sieh eine Reihe von ^flächigen Eben^ 
randnem von gleicher Stclhing nnd Ton gleioh gmsem Bande, 
ab« Yerschieden grosser Haaptaxe, so wird aneh der Fall 
eintreten müssen, dass die Hanptaxe = oo ist, und man hat 
dann eine flächige Säule prisma p-edrum (j!>seitige Säule], 
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I. B. 8 flächige Siale {prüma iriedrumy tngoBales Prisma, 
dreiseitige 8&ale v. s. w.); 4 flächige Sänle {priama Mra^ 
drum, tetragonales Prisma, qnadratische Säule u. s. w.) ; 6 flächige 
Sänle [prisma hexaedrum, hexagonales Prisma, sechsseitige 
Säule u. 3. w.). 

Diejoflächige Säule, insofern sie eine gleichstellig 2 endige 
2fach /?gliedrige Gestalt ist, hat p Seitenflächen, welche einan- 
der ebenbildlich gegenbildlich sind und die Bedeutung 2 fach 
2gliedriger Figuren haben, indem sie auf 2 fach 2gliedrigen 
Querstrahlen der einen oder der andern Art senkrecht sind, 
eine Bedeutung, die namentlich dann erkennbar ist. wenn mit 
diesen Flächen der Säule noch andere Flächen zu einer ringsum 
endlich*) begrenzten gleichstellig 2 endigen 2 fach jtjgliedrigen 
Gestalt verbunden sind. Sie hat ferner p Seitenkanten, welche 
einander {^| sind und die Bedeutung 2 fach 2gliedriger Kanten 
haben (indem sie auf 2 fach 2 gliedrigen Strahlen . senkrecht 
sind). Aach dieser Charakter der Seitenkanten spricht sich 
an znsammengesetiteB Gestalten, an denen die Flächen einer 
solchen Sänle Yorkommen, ans. 

Es sei femer zweitens aa' dicHauptaxe, er ein 2 fach Iglie- Wi- 
driger Qnerstiahl, so ist die dnreh aa' nnd er gehende Flttgel- 
fläehe der Hanptaxe eine einfache, cp nnd cp* seien wieder 
zwei in ihr liegende gleichwerthige Strehestrahlen nnd ar so 
wie dr seien die darauf senkrechten Flächen, so ist ersicht- 
lich, [66] dass auch hier Mittelkanten entstehen, die im mitt- 
leren Querschnitte liegen, nnd (da ihre Ansahl = der jener 
eintkehen Hanptflilgelfläehen =s = ^ ist) wenn ^ = 2 oder 
grösser^ mithin ^ s 4 oder grösser ist, einen ebenen Rand 
bilden mflssen, so dass auch die auf solche Weise entstehende 
Gestalt ein Ebenrandner (dipyramis) ist; aber die Anzahl 
seiner Flächen ist = 2 X ^, daher mau ihn 2 X tfl'dchicjen 
JLhenrandner [dipyramis di-t-tdrica. ^seitige Doppelpyramide 
n. s. w.) am zweckmässigsten nennt; z. B. 2 X 4 flächiger Fig. 
Ebenrandner, dipyramis diietraedrica^ rhombisches Oktaeder, 



*) Jede Säule an sich ist nämlich in der Richtung der Enden 

der Hanptaxe unbegrenzt und wird bloss yon Flächen anderer Art, 
als die Säulen oder Seitenflächen sind, in znRammenf!:e8etzten Ge- 
stalten begrenzt. Häufig jedoch wird die Sänle als eine durch 
horizontale oder schiefe Endflächen begrenzte betrachtet und so 
die zusammengesetste Gestalt nach der wichtigsten in ihr enthal- 
tenen einfachen benannt, was in allen den Fällen, in welchen hier- 
durch keine lüsaTerständniase entstehen, erlaubt sein dürfte. 
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Oktaeder mit ungleichschenkligen, dreiseitigen Flächen, Doppel- 
pyramiden mit rhombischer Baäis u. s. w. (octaedre ä base 
rhombe) ; 

255A. 2 X () fläch iger Ebenrandner (dipyramis dihexaedrica)\ 
c. 2 X S flächiger Ebenrandner [dipyramis dioctaedrica^ 
achtseitige Doppelpyramide, 4- nnd 4 kantiges Dioktaeder, 
nngleichschenklige achtseitige Pyramide); 

2 X 10 flächiger Ebenrandner [dipyramis didccacdrica)\ 
D. 2X12 flächiger Ebenrandner [dipyramis didodecaedrica^ 
riseitige Doppelpyramide, Didodekaeder, Sechs- und Sechs- 
kantner, nngleiobschenklige 128eitige Pyramide, doppelt 128ei- 
tige Pyramide). 

Der Rand ist liier ein 2 fach />gliedrige8 ^Boit (ein Lanzen- 
/?-ling), das nur in dem einen Falle, wenn es gleichwinklig 
wird, seiner Form naeh mit dnem regelmässigen ^seit über- 
einstimmt, ausserdem aber stets abwecbselnd neben einander 
folgende grossere nnd kleinere Winkel bat, so dass von jeder 
der beiden Arten von Winkeln eine Anzabl =p vorhiuiden 
ist Jeder 2 X ^flftcbige Ebenrandner hat sonaeh: 

1) 2 X ^Flächen P, welebe Ifaeb 1 gliedrige Figuren nnd 
zwar Dreiecke sind (die nur im Falle der Gleiebwinkligkeit des 
Bandes ihrer Form nach 2- nnd Iseite werden, wodurch die 
Gestalt das Ansehen eines i? flächigen Ebenrandners erhftU 
[wenn v = 2t ist], ihrer Beziehung nach zu dem Strahlen- 
systeme aber, von welchem ihre Bildung ausgehend gedacht 
worden, die Bedeutung eines 2 X ^flächigen Ebenrandners | 
behauptet). Die t einen sind unter sich ^ und verhalten 
sich zu den t andern, die unter sich ^ sind, |='. 

2) 2 Scheitel a, welche |~| sind und die Bedeutung von 
2 X/? kantigen 2 fach /Jgliedrigen Ecken haben. 

3) p Randecken der ersten Art e und 

[67] 4) p Randecken der zweiten Art f . Die einer und 
derselben Art angehörigen sind |^|* «^^de Bandecke ist 
2 X 2 kantig 2 fach 2gliedrig. 

Die beiden Arten können in der Kegel durch die Bezeich- 
nung spitzigere oder stumpfere unterschieden werden, wobei 
jedoch stets die Stellung zu berücksichtigen ist, weil sowohl die 
der ersten als auch die der 2 ten Art die stumpferen smn können. 

5) 2 p Scheitel kanten der ersten Art 8, 

6) 2 /7 Scheitelkanten der zweiten Art cj, die man in der 
Regel dnrch die Benennungen schärfere nnd stumpfere unter- 
scheiden kann. Die einer und derselben Art angehörigen 
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Bind Jede Scheitelkante ist nngleichendig (oder gleich- 

seitig) 2 fach 1 gliedrig. Von jeder Art gehören p einem und 
demselben Scheitel an. 

7) 2/? oder t Randkantvii r, welche und ungleich- 
endig (oder gleichseitig) 2 fach l gliedrig sind*). Die Qner- 
strahlen der ersten Art gehen durch die Kundecken der ersten 
Art, die der 2ten Art durch jene der 2ten Art. Je zwei in 
einer Randecke zusammenstossende Kandkauten verhalten sich 
in Beziehung zu eimm der beiden Hauptstrahlen als '=|, folg- 
lich sind in derselben Beziehung nur die p einen unter sieh 
— und zwischen je zwei in Beziehung zu einem und dem- 
8elb«n HMptstrahle ^ sich verhaltenden Randkanten liegt 
immer einei die «nf dieselbe Weise dem andern Hauptslrahle 
angehört. 

Yerliagert man die p unter sieh in Ben^ang in einem 
Hanptttralile ebenbildliehmi Bandkanten, so bilden (de, wenn p 
grOaser als 2 ist^ ein rfgelmissiges joseit, nnd denkt man sieh 
dabei zugleich mit jeder solehea Bandkaate aneh die awsi 
Fliolien, deren Dniäisehnittslinie ne ist, Terlängert, bis die 
so Terlftngertea 2 p FUeken eine ringsum geschlo ss en e Figur 
bilden, so ist diese ein #flichiger Ebenrandner, der aber in 
seiner Stellung dem gegebenen Strahlensjsteme nicht entspricht, 
wenn die Hanptaxe ihre Bcdentnng als 2 fach /^gliedrige 
gleichstellig 2 endige nicht umwandeln soll in die einer 1 fach 
/jgliedrigen [68] gloichstellig 2 endigen. Dieses Begrenztsein 
von Flächen zweier ^flächiger Ebenrandner, die durch Ver- 
längerung der entsprechenden Flächen desselben erzeugt wer- 
den können I erklärt die Benennung 2 X ^flächiger Eben- 
randner. 

Die Beschaffenheit eines 2 X flächigen Ebenrandners hängt 
ab von der Grösse eines der beiden gleichen Hauptstrahlen, 
von der Grösse eines Querstrahls der ersten und von der 
Gfdsse eines Querstrahls der zweiten Art, so aufgefasst, dass 
diese Strahlen vom Mittelpunkte des Strahlensystems anfangen 
uad in den Beken der Gestalt ihre äusseren Enden haben. 

Denkt man sich die beiden Arten von Qnerstrahlen con- 
Staat, aber den Hauptstrahl verinderliok, so ist einer der 



*) Da die Flächen die Bedeutung nngleichschenkliger Drei- 
ecke haben, so nennt man einen derartigen Körper, wenn man die 
Zahl seiner Flächen nicht angeben will, einen unffkichschenkligen 
Sbmrandner [dipyramia triganoidea). 
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Warthe, die er erhatteB kann, » oo; der 2 X ifliehige Bbes- 
rasdner wird daui dae Sämle (in welete die Auahl der 
Seitenfifleben = t und der auf die SettenkanteB aenkfedito 
Seknitt ein 2 fach jt^gliedriges ^seii ist], die »an wegen der 
Eigemehaft) gemiss weldier rieh ana ihr dnreh Verlftagernng 
der abwechselnd genommenen Fliehen 2 einzelne gleich werthige 
^; flächige Säulen entwickeln lassen, eine 2 X pßächige Säule 
(prisma di-p-edrum^ 2 X y^seitige Säule) nennt; z.B. 2 X 2- 
flächige Siiule [prüma didiedrum^ rhombische iSäule, Rhomben- 
prisma u. s. w.); 2 X 3 flächige Säule [prisma ditriedrum^ 
ditrigonales Prisma, 2 X 3seitige Säule) ; 2 X 4 flächige Säule 
[prisma ditetraedrim, ditetragonale Säule, 2 X 4 seiti^e 
Säule); 2 X 6 flächige Säule [prisma dihexaedrumf dikeza- 
gonales Prisma, 2 X Osf^itige Säule', u. s. w. 

Jede 2 X /^flächige Säule, sofern sie eine gleichstellig 
2 endige 2 fach /^gliedrige Gestalt ist, hat, wenn sie nach bei- 
den Enden hin als unbegrenzt gedacht wird, ^Seitenflächen, 
welche der Bedeutung nach einander und zwar 2laeh 
1 gliedrig sind. Auch hat sie p Seitenkanten einer ersten nnd 
/I Seitenkanten einer 2ten Art, die in Hauptfltigelfläcben eraler 
oder 2ter Art IftUen ond in der Begel dureb die Benenniuigea 
sehiif ere oder stnmpfere nntenehieden werden ktaieii. Jede 
Beitonkante hat die Bedentoag einer 2hA 2güedTi^ 
Kante; die p Seitenkanten von einer Art sind dennaeh ein- 
ander 

Unter den möglichen Yerhfiltniaaen fflr die Längen der 
4ielden Arten Ton Qneraxen in einMn 2 X ^fliebigen Eben- 

randner ist von besonderer Wichtigkeit das der Gleichheit 
oder 1:1. Der 2 X ^flächige Ebenrandner hat dann die 
Form des oben angeführten [69] ü flächigen Ebenrandners, 
welcher t^einer Bedeutung nach in Beziehung zu dem gegebenen 
Strahlensysteme mit gleichstellig 2 endiger 2 fach /?glicdriger 
Ihuiptaxe als 2 X ^flächiger Ebenrandner zu betrachten ist, wäh- 
rend, wenn man ihn abgesondert betrachtet und das i/im ent- 
sprechende Strahlensystem aufsucht, dieses sich als ein solches 
mit gleichstellig 2 endiger 2 fach /gliedriger llauptaxe zu er- 
kennen giebt, indem bei dieser Gestalt jeder Querschnitt ein 
regelmässiges ^seit ist. Er ist das Zwischenglied, welches 
die 2 X ^flächigen Ebenrandner in 2 Abtheilnngen trennt; 
die einen, bei denen das Verhältniss eines Querstrahls der 
Isten Art an einem solchen der 2ten Art kleiner als 1:1 ist, 
könnte man als solche der 1 stjcn, nnd die andenii bei welehen 
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dieses Verhftltniss grösser als 1:1 ist, als 2 X ^Mohige Eben- 
randner der «weiten Abtheilung «nsehen. 

Tritt hier zugleich der Fall ein, dass der Hauptstrahl 
= oo ist, so hat die hier entstehende 2 flächige Säule die 
' Form einer ^flächigen Säule. Denkt man sich z. B. in einer 
' 2X2flächigen Säule, deren Querschnitt bekanntlich eine 
r Raute ist, die grössere der Diagonalen in diesem Schnitte 
constant, während die kleinere wächst, so wird diese einmal 
jener gleich werden müssen, ehe sie grösser wird, und wenn 
beide gleich sind, ist die Rhombe zam Qnadrat, folglich die 
Säule mit rhombischem Qnenohnitte, d. h. die 2 x 2 flächige 
f Säal6| zn einer solchen mit quadratischem Querschnitte, d. h. 
SKU einer 4 flächigen geworden, die aber in Beziehung zu dem 
gegebenen StraUeneyateme mit 2 fach 2gUedrig6r Hanptaxe 
sieh als ^e 2 X 2fläohige betrachten liaai, eben so gnt wie 
dae Qnadrat als eine Species des Oenua Bhombe angesehen 
werden kann. 



so dass q von dem Werthe von p abhängt. Es sei zuerst 
p ^ 2, so wird, wenn das Verhältniss eines Querstrahls x 
der 1 sten Art zu einem solchen y der 2 ten Art = ^ : 1 ist, 
der 2 X /flächige Ebenranduer sich umwandeln in einen 
/flächigen Ebenranduer der ersten Stellung, so wie umgekehrt, 
wenn jenes Verhältniss = i : ^ wird, er ein /flächiger Eben- 
randner der 2 ten Stellung werden muss. Wenn das Verhält- 
niss :r : y in einem 2 X ^fl&ohigen fibenrandner kleiner als 
q : 1 oder grösser als 1 : ^ wird, so werden bei ihm die 
Scheitelkanten der einen oder der andern Art einspringende 
Kanten. Denkt man sich die Flächentheile [70] ahd, aed .^|; 
u. s. w. so wdt verlängert, bis die Theile ibd^ ild^ def^ 
dm y* n.8.w. Tersehwinden, so hat man einen solchen 2 X 12- 
flftchigen Ebenrandner. 

Ist = 2, SO wird Cos- Cos. 90« == 0. .Ist nun 

1) : y = ^ : 1 = 0 : 1 = 1 : OO, so wird aus dem 2 X 1- 
flächigen Ebenranduer der Stellvertreter des 4 flächigen Eben- 
randners der Isten Stellung, ein quersätiUger ^ßUchiger 
Schieficandner {clinepipedum tetraedrum transversopriama' 
ticu/njj eine Queraäule (prüma tra/isversum) erster Stellung. 
Ist 2] X : y =i oo : U so entsteht aaf gleiche Weise ein quer- 



Es werde im Allgemeinen Cos. 
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säuliger iHMAger Schiefwanduer 2ter Stellung, eine (Qaer- 
säule 2ter Stellung. 

Qaersäule im Allgemeinen ist ein von 4 gleichwerthigen 
Flächen, denen eine und dieselbe Queraxe parallel liegt, bo- 
grenzter Raum, gleichsam eine auf einer ihrer Seitenkanten 
liegende Säule, die, wenn sie vertical stände, als 2 X 2fläeliige 
Säule (mit rautenförmigem Querschnitte) betrachtet werden 
würde. Jede Quersitule hat 2 Gipfelkanten und 2 Mittel- 
kanten; die l Kanten liegen einander parallel und horizontaL 

Wenn die Quersäule als 2 fach 2gliedrige gleiohstellig 
2 endige Gestalt auftritt, so sind ihre 4 Fliehen |^| 2fae]i 
Igliedrig, ihre 2 Gipfelkanten sowohl, als aneh ihre 2 Mittel^ 
kanten Bind 2 fach 2gliedrige Kanten nnd Je 2 gleiehnamige 
Kanten sind einander |^|. Jede Gipfelicaiite Tertritt die 
Stelle 2 er 1^ sieh verhaltender gleiehaeitig nngleiehendiger 
2faeh Igliedriger Seheitelkaaten, die unter einem Winkel von 
180^ im Seheitel susammenstossen. Stellt man sieh vor, die 
▼ier Kanten dieser Qnersinle, vorwlrts sowohl als rückwärts 
verlängert, schnitten ^h in unendlicher Entfernung vom 
Mittelpunkte, so erhält die Gestalt 2 unendlich spitzige 
2 X 2 kantige 2 fach 2gliedrige Randecken und kann dann 
füglich mit den übrigen ^flächigen Ebenrandnern zusammen- 
gestellt werden*], obgleich jene Handecken keine wahren 
Ecken sind. 



*] Denkt mau sich bei einem 2 x i flächigen Ebenrandner 
überhaupt die Hauptstrahlen und die Qiierstrahlen der ersten oder 
2ten Art constaut, während die Querstrahleu der 2teQ oder Isten 
Art waeliseD, bis rie nnendUeh sind, so wird dadurch, wenn diese 
Grenze erreicht ist, eine Gestalt entstehen, in welcher die p Scheitel- 
kanten der einen Art in einem jeden Scheitel horizontal uegea, die 
p Scheitelkanten [71] der andern Art aber werden nach aussen 
einspringend (d. h. rinnenartig vertieft} sein. Auch hier wird die 
Geatalt keinen geschlossenen Kand haben und sie wird nicht mehr 
ein Kbeuandner geoamit werden k9nnen, sondern allgemein als 
ein /ifaoh qnersEnliger Schiefwandner bezeichnet werden mflssen 
bei dem, wenn p eue gerade Zahl ist, gleichfalls Jede der 2 xl 
Flächen mit einer andern in die Verlängerung einer und derselben 
Ebene fallen wird; beide Stücke dieser einen Ebene erscheinen 
hier aber getrennt von einander durch ein Paar dazwischen hervor- 
tretende, eme horixontale Scheitelluuite bildende Flächen, weshalb 
sie als 3 abgesonderte Flächen betraehtet werden, obgleich jene 
Scheitelkanten der anderen Art im Innern des Körpers yerbundeB 
gedacht werden können durch eine Fläche eines /flächigen Eben- 
pj- randners, der von dem /)fach quersUuligen Schiefwandner um- 
2&7. schlössen sein wurde. So ist z. B. die von den Flächen M gebil« 
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'71] Wenn die Flächen P angesehen werden als einem 
4 flächigen quersäuligen Schjefwandner erster Stellung ange- 
hörig, so bilden auch die Flächen M einen solchen 2ter Stel- 
lung, wenn die ganze Gestalt ein Ebenrandner mit 2X2- 
seitig 2 fach 2gliedrigem rechtwinkligen Rande ist, der als 
eine zusammengesetzte Gestalt (als ein sogenanntes Rectan- 
galäroktaeder, oota^dre 4 base reetangle] aa betraeh-« 
ten ist. 

Qleiehwie der t flächige EbennuidBer dureh Yerlängenuig 
der Haiq^taxe bis ina Uneiidliobe zu einer /?flächigeii Sinle 
wurde I so wird der qnersävlige 4 flächige Scbiefwandner im 
einem 2 flächigen Seiten wandner oder 2flftoh]gen Qegenaeiteii- 
▼andaer (Orth^^^^^dum diedrtm) der ersten oder der 2teii 
SteUvDg» Ein 2flidüger Gegenseitenwandner liat 2 einander 
parallele Smtenlli^n, welohe^ wenn die Gestalt eine gkiek- 
stelUg 2endige 2faob jc^gUedrige iet, die Bedentnng 2fiMh 
2gliedriger [72] Figuren haben und diese in anssrnmengesetiten, 
endlieli begrensten Gestalten erkennen lassen. Br bat keine 
Seitenkanten , wodurch er von den /> flächigen Säulen ver- 
schieden ist, die ihm sonst entsprechen*). 



dete Gestalt, wenn man vou dem Dasein der übrigen Flächen ab- 
siebt nnd die Linie di als gleichstellig 2 endige fcMh 4gliedrige 

Hauptaxe sich yorstellt, ein 4 fach quersSnliger Scbiefwandner, der 
als 2x8fllichige Gestalt betrachtet werden muss, obgleich je 2 
seiner Flächen in eine und dieselbe Ebene fallen. Denkt man sich 
einen 2 fach Sgliedrig gleichstellig 2 endigen 3facli qnersäuligen 
Schief wandner j so werdea bei ihm von der Mitte auä autangend 

3 Qnersinlen unter ^Hnkeln von 120* diveri^en. Man siebt daher, 
dass der quersäalige 4 flächige Schiefwandaer augleieh aueb in die 
Reihe der y; fach quersäuligen Scbiefwandner gehört und, wenn er 
eine 2 fach 'igliedrii^e Gestalt ist, den Namen 2fach quersäuliger 
Schiefwaiidner erhalten würde; von den beiden Quersäulen in ihm 
ist die eine als Verlängerung der anderu Uber den Mittelpunkt des 
KOrpers blnaus in betraehteo. 

Werden bei einem 2x<flächigen Soblefwaadner , bei dem 
die Querstrahlen der ersten (oder 2ten) Art OO sind , auch die 
HauptBtrahlen =00, während die Querstrahlen der 2 ten (oder 
ersten) Art unverändert bleiben, so entsteht ein 2xpflächiger 
Gegenseitenwandner. So ist z. B. die in der F i^ur von den Fig. 
Hieben o gebildete Gestalt, wenn man von dem Dasein der Flleben 
P nnd M abstrablrt und die Linie di sie Haaptaxe aasiebt, ein 
2x4 flächiger Gegenseitenwandner, weicher von den 2x4flächigea 
Säulen, mit denen er zunächst verwandt ist, dadurch abweicht, 
dass sein Querschnitt keine geschlossene Figur ist, ihm daher Fig. • 

4 Seitenkanteu der einen Art fehlen, »o dass nur die 4 der andern ^* 
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Ist X : y'^ i : q oder <Z9 ' 1> so ^ii^d der Qaerschnitt 
der 2 X pflftehigen 8äiile, gleieh dem des aaftlogen 2 X ^ 
flflehigen Ebenrandners, Btemförmig, d. h. von den /»Winkeln 
der einen Art wird jeder grösser als 180^. 

Wenn die Hanptaxe gleiehsteliig 2endig 2faeh Igliedrig 
ist, so hat man statt des ^flftehigen fibenrandners einen 
gen quermittelkantiffen Schief wandner ^ d. b. einen von 2 
Ebenen, die in einer horizontalen Mittelkante znaammentreffen, 
begrenzten Raum. Sofern er 2 fach tgliedrig gleichstellig 2- 
endig ist, haben seine Flächen die Bedeutung 2 fach Igliedri- 
ger Figuren und seine Mittelkante ist dann eine 2 fach 2glie- 
drige Kante; auch hat man 2 flächige solche Schiefwandner 
der 1 sten und 2ten Stellung zu unterscheiden. Die Mittel- 
kanten der einen sind senkrecht auf dem 2 fach 2gliedrigen 
Querstrahle der 1 sten Art, die der andern auf dem der an- 
dern Art; die Mittelkanten beider Arten daher einander parallel. 
Dem 2 X ^flächigen Ebenrandner entspricht dann ebenso ein 
mitteleckiger 2 X ^flächiger Schief tvandncr. Seine vier 
gleich werthigen Flächen haben die Bedeutung [73] 1 fach 

1 gliedriger Flächen, jede derselben verhält sich zu jeder der 
beiden ihr znn&chstliegenden gegenbildlicb, diese beiden sind 
also einander ebenbildlich. Sie bilden eine 2 X 2 kantige 
2 fach 2gliedrige Mittelecke, in welcher 2 sich verhal- 
tende, 2 fach Igliedrige, horizontale Mittelkanten und 2 nach 

^ den Enden der Hauptaxe hinlaufende, {^{ sich verhaltende, 

2 faeh 1 gliedriger sdiief liegende Gipfelkanten sieh vereinigen, 
m Die Fiäehen P bilden einen qnermittelkantig 2flftohigen, die 

Flachen if einen mitteleckigen 2 X 2 flächigen Schiefwandner, 
wenn die ganze Gestalt ein zusammengesetzter Ebenrandner 
mit 2- und Iseitigem Querschnitte (gerade Doppelpyramide 
mit gleichschenklig dreiseitiger Basis) ist Die Fischen P 
haben in dieser zusammengesetzten Gestalt die Form gleich- 
schenkliger, die Flächen M aber die nn gleichschenkliger Drei- 
ecke. Da hier nur ein Querstrahl der ersten und ein solcher 



Art (als Einkerbungen oder einq>ringeDde Kanten) an ihm vor- 
banden sind. 

Ist p gerade, so fallen je 2 Flächen eines solchen Seiten- 
wandners in die Verlängerung einer und derselben Yerticalebene 
(d. b. sie sind seitliehe Yerlängening der Seitenflächen einer p- 
flächlgen Säule). Es ist ersichtlich, dass der 2 flächige Gegenseiten- 
wandner als 2 fach ^^gliedrige Gestalt in die Reihe der 2X|iflächi- 
gen Gegenaeitenwandner gehört. 
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der 2teii Art vorhanden sind, welche zasammen die einzige 
2 fach 2gliedrige (angleichendige) Qneraxe ausmachen, so kann 
hier eine und dieselbe Fläche des regelmässig 2 X 2 flächigen 
Schiefwandners nicht Qaerstrahlen beider 2 fach 2gliedrigen 
Arten schneiden. 

Gleichwie aus dem 2 X t Hächigen Ebenrandner ein schein- 
bar r flächiger wurde, wenn die Randkanten von jenem pa- 
rallel mit einem 2 fach 2gliedrigen Querstrable wurden (was 
dort stattfand, wenn x : // ~ 1 : 1 war^, so wird auch hier, 
wenn die beiden Mittelkanten des 2X2 flächigen Schiefwand- 
ners parallel der 2 fach 2 gliedrigen Queraxe, folglich einander 
selbst parallel werden, aus diesem Körper ein scheinbar 
4 flächiger qnersäuliger Schief wandner , welcher aber ebenso 
die BedentiiDg einer 2 x 2 flächigen Gestalt behält, wie jener 
Ebenrandner die Bedeutung eines 2 x ^flächigen behielt. Der 
2 X />fläohigen Sänle entsprechend hat man hier den 2X1- 
flächigen Seitenwandner oder 2 X 1 flächigen Nebenseiten- 
wandner (or^iep^edum dimanoedrumjj den man sich entstan- 
den denken kann ana einem 2 X 2 flächigen Sohiefirandneri 
dessen Mittelqnerschnitt eonstant geblieben ist, dessen Hanpt« 
strahlen aber oo geworden sind, so dass, wenn jener eine 
Mittelecke hatte, dieser zwei sieh in einer Seitenkante schnei- 
dende Flächen hat; hatte jener keine ICitteleeke, so hat aneh 
dieser keine Seitenkante nnd der Seitenwandner erhält die 
Form eines 2 flächigen Gegenseitenwandners. Der flächigen 
Sänle analog ist hier der Xflächige Se%(enwand?ie7' [orthe- 
pipedum monoedrum)^ eine einzige Seitenfläche, welche [74] 
auf einem 2 fach 2 gliedrigen Querstrahle senkrecht steht, wenn 
der 1 flächige Seitenwandner ein 2 fach Igliedriger ist. 

Die gleichstellig 2 endige 2 fach Igliedrige Gestalt, welche 
als Beispiel durch die Abbildung versiunlicht ist, lässt sich 
betrachten als zusammengesetzt aus den 2 Flächen M eines 
2 X 1 flächigen Nebenseitenwandners, den 2 Flächen T eines 
2 flächigen Gegenseitenwandners nnd aus der Fläche q eines 
1 flächigen Seitenwandners. Die Flächen o bilden einen 2- 
flächigen quermittelkantigen Schiefwandner erster und jene 
mit o' bezeichneten einen solchen zweiter Stellung. Die Flä- 
chen F bilden einen mitteleckigen 2 X 2 flächigen Schief- 
wandner. 

Anf ähnliohe Weise lässt sich die abgebildete 2g1iedrige 
€(estalt zerlegen in swei verschiedene 2 X 4 flächige Eben- ^< 
randner P nnd n nnd in 2 verschiedene qnersänlige 4 flächige 

Oftmia*» KlAiBilwr. 88. 6 
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SehiefiTMidner erster SteUoBg o und Tj ia ^e 2 X 2flicliige 
8iiile in «neu 2flieliigeii Qe^jenseitenwandBer liier 8M- 
Iniig b und in einen solt^en 2ter Stellnng $, Die Zerlegosg 
23I; der andern 2gliedrigen Gestalt ist ans dem eben Entwiekeltea 
299. oline weitere Schwierigkeiten möglich. Die 4gliedrig6 Gestalt 
besteht aus den Flächen P eines 8 flächigen Ebenrandners 
erster Stellung, wenn a die Flächen eines solchen 2ter Stel- 
lung sind. Die Flächen z bilden für sich allein einen 2 X ^- 
flächigeu Ebenrandner, die Flächen y gehören einer 4 flächi- 
gen Säule 2ter Stellung an und die Flächen r bilden eine 
aS' ^ flächige Säule. Die Zerlegung der abgebildeten 6glie- 
drigen Gestalt in 2 verschiedene 12 flächige Ebenrandner t 
und u erster Stellung, einen solchen 2ter Stellung s, einen 
2 X 12 flächigen Ebenrandner in die 2 flächige Tafel P und 
in die 6 flächige Säule Ister fitelinng M ist olme weitere An- 
weisung ansfttbrbar. 

IL Einfache Gestalten mit gleichstellig 2endigei 

Ifach /»gliedriger Hauptaxe 

(gleichstellig 2 endige Ifaeh />gliedrige Gestalte). 

Jeder einfaolie derartige Sehiefwandner ist, a^em er eine 
ringsum endlich begrenite Gestalt ist, ein ^flächiger Eben- 
randner, dem, abstrahirt von seiner Terbindnng mit dem ge- 
gebenen StraUensysteme, ein 2faeh;>gIiedrigeB Strahlensysten 
entsprechen wtlrde. In dieser Verbindung aber hat er bloss 
die Bedeutung einer yjgliedrigen regelmässig gleicheudigen 
Gestalt, eines 1 fach /jgliedrigen ^flächigen Ebenrandners, den 
man der Kürze '75] wegen, da es keinen 2 X ^flächigen 
1 fach /^gliedrigen giebt, bloss schlechthin l/ach j)gliedrigen 
Jßbetirimdner nennen kann. 

Berücksichtigt man die Theile eines solchen Körpers hin- 
sichtlich auf ihr Verhalten zu dem gegebenen Strahlensysteme, 
so folgt, dass ihre Bedeutung eine andere sein müsse, als die, 
welche ihnen zustehen würde, wenn man den Körper in Be- 
aiehnng auf das ihm entsprechende Strahiensystem betrachtet. 
80 Terhalten sich also seine Flächen als 1 fach pgliedrige, 
seine Scheitel als /?gliedrige Ifacb kantige Ecken, seias 
Bandecken als 2 fach 1 gliedrige 2- nnd 2 X n< antige Ecken, 
seine Randkanten als gleichseitige onglaichendige Kanten, 
seine Scheitelkanten als (nngleiehendige nngleiebseitige d. b* 
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als) .Ifach I gliedrige Kanten. Auch sind die Flächen der 
oberen Körperhälfte denen der unteren nicht {^|, sondern 
bloss 1=1) und nur die einer und derselben Hälfte sind 
Diese Art des Verhaltens der Theile ist aber nnr bemerklich, 
wenn die Gestalt mit andern Ifach jigliedrigen f^ichstellig 
2 endigen Gestalten ^e ansammengeseiate Gestalt ausmacht, 
die 80 beschaifen ist, dass das ihr entsprechende Btrahlen- 
i^stem sich nnmittelbar als ein IfiMb ^güedriges gleichstellig 
2 endiges erkennen Usst. Wflrden bei nnTcrftnderten Qner^ 
strahlen die Eanjitstrahlen in einem l^Mh /^gliedrigen Eben- 
randner ss oo, so wird er an dner j^flftchigen Sinle, die 
gleichfalls nnr die Bedeutung einer gleichstellig 2 endigen 
ifach gliedrigen Gestalt hat. 

Für p = 1 ist jeder Schiefwaudner ein raittelquerkanti- 
ger 2 flächiger und jeder Seiten wandner ein I lläcbiger. Ein 
Ebenrandner mit 3 X Iseitigem Querschnitte bcd und 3X1- ^ 
kantigen 1 gliedrigen Scheiteln aa z. B. ist anzusehen als eine 
zusammengesetzte Gestalt aus drei 2 flächigen Schiefwandnern. 
Eine gerade Säule mit 3 X 1 seitigem Querschnitte ist zu 
betrachten als zusammengesetzt aus drei 1 flächigen Seiten- 
waudnern und der 2 flächigen Tafel. 

Für p = 2 ist jeder Schiefwandner ein 4 flächiger quer- 
säuliger Schief wandner, dessen Flächen, in zusammengesetz- 
ten Gestalten, die sich als solche mit gleichsteUig 2 endiger 
Ifach 2gliedriger Hauptaxe zu erkennen geben, die Bedeu- 
tung von 1 fach 1 gliedrigen Flächen nicht verleugnen. Ebenso 
ist ersichtlich, dass seine Mittelkanten gleichseitige (ungleich- 
endige) 2 fach 1 gliedrige und seine Gipfelkanten Ifach 2glie- 
drige sind. 

Der Ebenrandner mit langrautenförtnigem ' Bande (rhom- 
boidisohes Oktaeder] hat 4 Flächen P, welche dnen 4 flächigen 
derartigen [76] SchiefWandner bilden, und 4 Flächen 3f, die 
dnen 2ten begrenzen, ao dass die ganze Gestalt angesehen 
werden kann als aus 2 verschiedenen 4 flächigen quersäuligen 
Schiefwandnern zusammengesetzt*). Jeder Seitenwandner ist 
ein 2 flächiger Gegenseitenwandner, bei welchem jede Fläche 
die Bedeutung einer 2 fach 1 gliedrigen Figur hat. 



*) Die Ebenrandner mit llkeh 3gliedrig 2x3seitig6m Rande 26i 
oder mit Ifach 4glledrlg 2 x: 4 seitigem Rande sind die ähnlichen d. 
Gestalten in dem betreffenden Sgliedrigen und 4gUedrigett Gestalten- 
systeme. 

e* 
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Das Bild der 1 fach 2 gliedrigen Gestalt lässt erkennen, 
' dass sie znMiiimeiigesetzt sei ans zwei 4 flächigen qnersänligen 
Schiefwandnem f und / nnd aus den 2 Tafelflächen P. Die 
Ifach 4gliedrige Gestalt, welche als Beispiel dient, ist ans 
vier verschiedenen 8 fliehigen Ifach 4 gliedrigen Ebenrandneni 
a, P, b zusammengesetzt. Das als Beispiel gewählte Bild 
m einer Ifaeh 6 gliedrigen Gestalt ist das einer solehen, welche 
znsammengesetst ist ans den lllnf verschiedenen Ifach 6 glie- 
drigen 12 fliehigen Ebenrandnem Xj a, ans den Tafel- 
flftdien P nnd ans den Seitenflftohen dreier 6flAohiger Ifiush 
6giiedriger Sinlen c, e. 



HL Einfache Gestalten mit gerenstellig 2eBdiger 
2fach /?gliedriger Hanptaxe 

(gerenstellig 2 endige 2 fach /»gliedrige Gestalten). 

Es liegen hier nicht in jeder Hauptflttgelfläche die Strebe- 
strahlen gepaart. Man denke sich zwei gleichwerthige benach- 
barte doppelte Fltlgelflächen des einen (z. B. oberen) Hanpt- 
strahles, und zwar zuerst so, dass sie beide gegen einander 
eine Neigung kleiner als 180*' bilden; dazu nehme man die 
zwischen diesen beiden liegende doppelte Fltlgelfläche des 
andern (unteren) Hauptstrahles, welche bekanntlich jene Nei- 
gung halbirt. In jeder dieser 3 Flügelflächen nehme man 
einen Strebestrabi so, dass die drei Strebestrahlen zu einerlei 
Art gehören. Man denke sich die Begrenzungsflächen , für 
welche diese Strebestrahlen als Normalen zu betrachten sind, 
gleich weit vom Mittelpunkte des Strahlensystems entfernt. 
Es ist einlenchtend, dass die dem unteren solchen Strebe- 
strshle entsprechende Begrensnngsflflehe sieh gegen die b^den 
andern hindchtlich ihrer Lage auf gleiche Weise yerhalten 
müsse. Darans ergiebt sich, dass die entstehenden Mittel- 
kanten der Gestalt einen regelmässig krcnenartig [77] zickr- 
zackförviigen Eantenring, d. h. einen kronenartig zackigen 
Rand bilden mttssen. Man erhält so znnftchst eine GesUdtj 
264. die man tflächigen Kronrandner (stephanoideB Uedruni^ nennen 
kann; also z. B. 6 flächiger Kronrandner (stephanoides hexae- 
j..^ drica, Rautenfläcbner, Uuutenllach, libümboeder, rhomboedre, 
265 rhom beide, geschobener Würifel, körperlicher Rhombus 
**(;f** u. 8. w.); 8 flächiger Kronrandner {stephanoides octaedrica); 
10 flächiger, 12fläcliiger u. s. w. Krourauduer {stephanoides 
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decaedricUf dodeeaedrica ete.]. Jeder ^flAchige KroDrandner 
hat als Gestalt an sieh betsaehteti so wie auch als geren- 
stellig 2 endig 2fse1i j9gliedrige Gestalt, 

1) p obere und p untere Flächen P, welche |^| sind 
und die Bedeutung 2 fach 1 gliedriger 2 X ^ seitti oder Lanzen- 
vierecke haben; 

2) 2 Scheitel a, welche kantige 2 fach |>gliedrige Ecken 
und unter sich |^| sind; 

3) p obere und p untere RandecJce7i deren jede eine 
2- und 1 kantige 2 fach Igüedrige Eoke ist; sie alle sind 

4] p dem oberen and p dem nntaren Scheitel angehOrige 
SeAeiteBkanten «, welche |^| sind; jede ist gleichseitig nn- 
gleichendig, folglich 2faoh Igliedrig; 

5] 2 X Bandkanten welche 2gliedrige Kanten sind; 
die p einen sind unter sich verhalten sich aber |=| zu 
den p andern, die unter sich ^ sind. 

Man kann einen ^flächigen Kronrandner auch im Allge- 
meinen, wenn man nicht die Zahl seiner Flächen angeben will, 
einen gleichschenkligm Mronrandner {»tephanoides doroidea) 
nennen. 

Die doppelten Hauptflügelflächen liegen so, dass jede dnroh 
beide Seheitel nnd eine Bandeoke gebt; sie ist also begrenzt 
von der Hanptaxe, Yon einer Scheitäkante nnd von einer nach 
dem Seheitel hinlanfenden Dii^^ale (SeheiieldiaganaU) einer 
der lanzenförmigen Flflehen. Sie ist daher dn 3 X 1 seit. 
Der mittlere Qoersehnitt geht dnreh die Halblrungsponkte 
aller Bandkanten nnd ist ein regelmässiges twai. Der Qner- 
aehnitt dnreh die p oberen oder dnreh die p nnteren Band» 
ecken ist ein regelmässiges pseit, dessen Seiten Qnerdiagona- 
len der Flächen sind. Die beiden solchen Schnitte sind |^'. 
Eine und dieselbe doppelte llauptflügelfläche schneidet diese 
beiden Querschnitte so, dass sie im oberen (oder unteren) 
durch eine Linie geht, die [78] von dem Mittelpunkte dieses 
/>seit8 nach einem Winkel desselben hinausstrahlt, während 
sie in dem unteren (oder oberen) durch eine Linie geht, die 
von dem Mittelpunkte dieses /?seits aus senkrecht auf eine 
Seite desselben gezogen werden kann. Diese beiden Linien 
aber verhalten sich zu einander (da die beiden regelmässigen 

360^ 

p Seite gleich sind) = Sin. Tot. : Cos. —r — . Stellt daher die 
Fignr eine doppelte HauptflOgelfläehe .dar^ in weloher 0/nnd ^ 
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de jenen beiden Querschnitten durch die Randecken, oin 
aber dem mittleren Querschnitte angehören, so ist, wenn 

Cos. -r — = q genannt wird, 



2p 



ef\de = q\ 1 
ef + de 



«/+ dc\ef=i+q\q 
2 • om : 1 + ? • ? 

+ q 

ferner ist ob : eb = om : e/ 

ob — eb : ob = om — e/ : oi», 



om, 



oe : ob = om — - ^ — 2 • om: om 



1 + ? 
1 +? 



1, 



das heisat oe = --.-^ ■ ob. 

1 + ? 

360^ 

Für = 3 wird q = Cos. 5 — - = Cos. GO" = also 00 = 
1 1 

- — ^— Y . ob = \ obf folglieh be = ed = daj d. h. im 6fläehi- 

gen Kronrandner wird die Haiiptaxe von den beiden Quer- 
schnitten durch die Randecken so geschnitten, dass sie in drei 
gleiche Theile getheilt ist. Wenn be = ed^ so ist auch 
bf— fc^ d. h. die Scheiteldiagonale hc einer der Flächen 
des G flächigen Kronrandners wird durch die Querdiagonale 
(welcher als Seite des Querschnitts durch die Randecken der 
Pankty angehört) [79] halbirt. Da nun in jedem /flächigen 
Kronrandner die Querdiagonale der Fläche durch die Seheitel- 
diagonale in zwei gleiche Theile getheilt wird, so muss die 
2faeh Igliedrige 2 mal 2 seitige Fläche des G flächigen Kron- 
randners so beschaffen sein^ dass in ihr die beiden auf einan- 
der senkreehten Diagonalen sieh gegenseitig halbiren, d. h. sie 
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miiSB alB Flioha an doh betraektet ein gleichs^get Lansen- 
lieredc, ^ne Raste oder eine Rhombe lein*). 

l8t/i«2,aoktGoe. =.Coi.90**—0,atoo 

= 1, d. b. die Entfernung einer durcli die oberen oder unteren 
Randecken des Körpers gelegten Ebene vom Mittelpunkte ist — 
der balben llauptaxe, d. h. der obere Endpunkt der Axe fällt 
mit den beiden oberen Randecken und der untere mit den 
beiden anteren in einerlei gerade Horizontallinie. Dalier bat 
der ^ßächige JBjronrandner statt des Scheitels und der zwei Fig. 
Scheitelkanten, die er haben müssto, an jedem Ende der 
Hanptaxe bloss eine 2 fach 2gliedrige horizontale Gipfelkante 
und bei jeder seiner Flächen P ist die lanzenförmige Figar 
dadurch, daes ihr Winkel, welcher am Ende der Hanptaxe 
anliegt, = 180^ ist, an einem gleiehschenkligen Dreiecke ge- 
worden. 

Gleichwie der 2 fach />gliedrige /fliohige Kronrandner, 
wenn p eine ungerade Zahl 3, 5, 7 n« s. w. ist, sich so be- 
schaffen zeigt, dass je eine der p oberen Fliehen einer der 
p nnteren parallel liegt, mithin beide auf einer und derselben, 

durch die Hanptaxe gelegten , Ebene senkrecht stehen, welche 
doppelte Hauptflügelflächen bildet, so muss aucb, wenn p = \ 
ist, die Gestalt aus einer oberen und einer unteren Fläcbe 
bestehen, welche einander parallel liegen, und beide müssen 
auf der einzigen möglichen, durch die Hauptaxe gelegten, 
Ebene senkrecht sein, in welcher die doppelten Hauptiiiigel- 
riächen liegen. Der Stellvertreter des 2 fach /) gliedrigen 
^flächigen Kronrandners ist daher für die 2 fach l gliedrigo 
gerenstellig 2 endige Hauptaxe ein Ixanfenloser 2 flächiger 
Schiefwandner^ dessen Flächen die Bedeutung 2 fach Iglie- 
driger Figuren haben. 

Ein 2 X ^ flächiger Kronrandner (sUtphanotdes di-t-edrica) 
wie z. B. der 2 X 4 flächige Kronrandner (stephanoides [80] Uj* 
ditetraedrica^ tetragonales Skalenoeder) ; der 2X6 flächige 
Kronrandner (hexagonales Skalenoeder, 3 - nnd 3 kantner, auch |^ 
8- nnd 3 kantiges Dodekaeder, nngleichschenklige 68eitige 
Pyramide, Bipyramoide, Kalkpyramide]; der 2 X SflAehige 
&onrandner [stephanoides dioctaedrica) hat 2 X ^Flftchen 



(Daher die bereits angegebenen Benennungen Bantensechs- 
flSchner, Bantenflaoh, Bhomboeder, Bhomboödre, Bhomboide, 
köiperlicher Bhombus n. s. w.) 



Digitized by Google 



88 



Joh. Fiiedr. Christian HoBsel. 



P, welche auf 1 fach 1 gliedrigen Strebestrahlen senkrecht 
stehen und in der Regel 1 fach 1 gliedrige, d. h. ungleich- 
Bchenklige Dreiecke sind. Auch bei ihm bilden die Rand- 
kanten einen kronartigen zickzackförmigen Kantenring. Die 
p einen der Bandkanten r sind einander ebenbildlich und 
verhalten sich zu den p andern gegenbildiich, sie sind Ifach 
2 gliedrige. Die Scheitelkanten sind von «Weierlei Art, jede 
liegt in einer doppelten Hauptflügelfläche und ist eine un- 
gleicheodige gleiehseitige, d. b. 2 fach 1 gliedrige Kante. Die 
einen « kOnnen Ton den andern a im Allgemeinen sowohl 
dnreh Lftnge als Grösse nntersebieden werden. Von jeder 
Art sind p obere nnd p untere vorbanden. Eine obere der 
ersten Art nnd eine untere der 2ten Art, oder nmgekebrt, 
liegen in einer doppelten Hanptflügelflftebe, so dass diese, 
von Urnen beiden nnd der Hanptaxe begrenzt, ein Dreieck 
bildet. In jeder der p oberen nnd p unteren Bandeeken tf, 
die einander |^|, 2- und 2 X 1 kantige,, 2 fach 1 gliedrige 
Ecken sind, laufen 2 gegenbildliche Randkanten und 2 un- 
gleichwerthige Scheitelkanten zusammen. Die beiden Scheitel 
siud 2X^9 kantige, "ifach gliedrige Ecken. 

Als eigenthümliche Arten der 2 X ^flächigen Kronrandner 
sind anzusehen jene Gestalten, bei denen die Flächen senk- 
recht auf solchen l fach 1 gliedrigen Strebestrahlen stehen, 
die in llauptliiigelflächen liegen, welche durch die 2 gliedrigen 
Querstrahlen gehen. Weil nämlich in einer solchen llaupt- 
flügelrtäche 2 gleichwerthige derartige Strebestrahlen sich be- 
finden, so folgt, dass sich die beiden gleichwerthigen, zu 
ihnen senkrechten Flächen in einer horizontalen Randkante 
schneiden müssen, so dass also die bei andern 2 X ^Üftohi- 
gen Kronrandnern vorhandene Neigung jeder Randkante gegen 
den mittleren Querschnitt hier = 0 wird. Die Gestalt an 
sich betrachtet bat dann das Ansehen eines flächigen Eben- 
randners, wenn v = 2 t ist, dessen Flächen aber gleieb denen 
der 2 X /flächigen Kronrandner in zusammengesetzten Ge- 
stalten sich als Ifacb i gliedrige Flfteben verhalten; seine 
Randkanten sind ebenso Ifacb 2gliedrig, seine Scbeitelkanten, 
obwohl alle gleicb an Lftuge, Grösse u. s. w., [81] sind den- 
noch von sweierlei Art in Beziehung auf ihr Verhalten su 
dem gegebenen Axensysteme, ähnlich den Scheitelkanten des 
2 X ^flächigen Eronrandners. Auch die Bedeutung der Ecken 
^eses Körpers ist von der der analogen Ecken im 2 x ^flä- 
chigen Kronrandner nicht Tcrsehieden. 
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Wenn eine ungerade Zahl ist, so sind die 2 X ^flächi- 
gen Eronrandner im Allgemeinen parallelllächige. Ist p aber 
eine gerade Zahl, so ist ParaUeUamufi der Flächen nicht yor- 
luuiden. Bei 2faoh Igliedriger gerenstellig gleichcndiger 
Hanptaze werden daher die 2 X 2 Fliehen der Gestalt, welche 
mit den 2 X ^flächigen Kroarandnem in eine Reihe gehört, 
paarweise parallel sein mfissen, so dasa also 4 einander pa- 
rallele Kanten entstehen. £• ist diese Qestalt ein 2X2- 
oder 4flftohiger ftrebeBftnUger SehiefWandner, der, wenn seine 
Kanten senlmeht stftnden, d« h. der Hanptaie pMrallel wären, 
eine Sftnle mit rantenfdrmigem Qnersehnitte sein wlirde. Zwei 
der Kanten dieser Strebesinle sind sehiefliegende 2iaeh Iglie- 
drige Gipfelkanten, die beiden andern sind ifaeh 2gliedrige 
Mittelkanten; je 2 einer und derselben Mittelkante anliegende 
Flächen verhalten sich je 2 einer und derselben Gipfel- 
kaute anliegende aber, so wie je 2 einander parallele^ ver- 
halten sich Sämmtliche 4 Flächen sind 1 fach Igliedrige. 
Alle aufgeführten Theile lassen die ihnen zugeschriebenen 
Eigenschaften an zusammengesetzten Gestalten erkennen. 

Denkt man sich an einem ^flächigen Kronrandner die 
Hauptaxe wachsend, wahrend die Ifach 2gliedrigen Quer- 
strahlen unverändert bleiben, so erhält man, wenn die Haupt- 
axe = oo ist, eine iflacliuje Säule ^ deren Seitenwände auf 
den (strebestrahlenartig) 2 fach l gliedrigen Querstrahlen senk- 
recht stehen. Die p einen der Flftchen derselben gehören 
auf dieselbe Weise dem oberen Hanptstrahle an , wie die p 
andern dem unteren. Die Seitenkanten sind Ifach 2gliedrig. 

Lftsst man an einem 2 X ^flächigen Kronrandner die 
Hanptstrahlen wachsen, bis sie nnendlioh sind, während so- 
wohl die tfach 2gliedrigen als aneh die 2faeh 1 gliedrigen 
Qnerstrahlen an Linge nnverftndert bleiben, so erhilt nuui 
«ne 2 X ^fliohige Sinle, deren Fliehen anf Ifaeh t gUedrigen 
Qnerstrahlen senfareoht stehen. Die i Seitenkanten der einen 
Art sind 1 faoh 2gliedrig und die beiden einer solehen Kante 
anliegenden Fliehen sind einander ebenbildlieh; die i andern 
Seitenkanten sind 2 fach [82] Igliedrig gleichseitig ungleieh- 
endig, und die 2 einer solchen Kante anliegenden Flächen 
sind einander gegenbildlich. 

Auf ähnliche Weise entsteht aus dem erwahuLcii ü flä- 
chigen Ebenrandner eine ^flächige Säule 2ter Art, deren 
Flächen auf Ifach 2 gliedrigen Querstrahlen senkrecht stehen. 
Ihre Seitenkanten sind 2 fach Igliedrige gleichseitig ungleich- 
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endige Kanten, je 2 einer Seite anliegende Flächen verhalten 
sich 1=1 . 

Für p = l erhält man als Stellvertreter der < flächigen 
Säule mit. 2 flach Igliedrigen Flächen den 2 flächigen Gegen- 
seitenwandner mit 2 fach Igliedrigen Flächen, statt der ^flächi- 
gen Säule mit Ifach 2gliedrigen Flächen einen 2 flächigen 
Gegenseitenwandner mit Ifach 2gliedrigen Flächen. Jeder 
besteht ans 2 parallelen Flächen; die des einen stehen auf 
denen des andern senkrecht, w^l auch hier die 2 fach 1 glie- 
drigen Qaerstrahlen auf den Ifaeh 2gliedrigen senkrecht sind. 
Die 2 X 2flftoluge Säule tritt als solche auch hier anf nnd 
hat den Charakter der oben erwähnten 2 X ^flächigen Sänle. 
Fi^. Als Beispiele von sasammengesetEten gerenstellig 2 endigen 
j'^l 2 fach /igliedrigen Gestalten mögen dienen: 1) dne 2fach 
.^'^^ Igliedrige A mit ihrer Horizontalprojection ^'*'); 2) eine 
24(t 2 fach 2gliedrige und 3] einige 2 fach Sgliedrige, welche mehr 
A.y Q^Qj. weniger zusammengesetzt sind und leicht in die einfachen 
Gestalten zerlegt werden können, aus denen sie zusammen- 
gesetzt sind. Nur eine derselben möge hier beispielsweise 
IJj- zerlegt werden. Die Flächen P eines 6tiächigen Kronrandners 
c. sind verbunden mit denen m eines eben solchen Körpers der- 
selben Stellung, dessen Scheitel spitziger ist, als der des 
Kronrandners P. Die Flächen r und y gehören verschiedenen 
2 X 6 flächigen Kronrandnern und die Flächen c der 6 flächi- 
gen Säole an, welche 2 fach Igliedrige Flächen hat. 

[83] IV. Einfache Gestalten mit gerenstellig 2cndiger 

Ifach pgliedriger Hanptaxe 

(gerenstellig 2 endige Ifach j!)gliedrige (Gestalten). 

Wenn p grösser als 1 ist, so sind die Ifach /igliedrigen, 
hierher gehörigen, Schiefwandner im Allgemeinen ^flächige 

Man pflegt einzelne minder zusammengesetzte Igliedrige 
Gestalten mit besonderen Namen sn belegen. So heisst z. B. die 
^ Gestalt, welche aus der Verbindung der Flächenpaare P, r und / 

entsteht, eine schiefe rectanguläre Säule (prisme oblique a 
base rectanglei, Jene, welche von den Flächen M und P gebil- 
det ist, heisat schiefe rhombische Säule {Hendyoeder, prisme ob- 
lique ä base rhombe), eine Verbindung von Flächen, wie M 
und o, nennt man ein rhomboidisches Ditetraeder, rhomboidisches 
Oktaeder u. 8. w. Wie anf ähnliehe Weise die Verbindungen t, 1, r 
oder f , /, P u. 8. w. und wieder o, r oder o, t u. s. w. nnd M, S 
oder o, s oder o, z u. B. w. zu beneuueu seien, ist eine leicht zu 
lösende Aufgabe. 
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Kioiinmdner, die aber in sosammengeBetiten Qastalten, an 
irelehen das Azensystem sich als ein geienstellig 2 endiges 1 faeli 
j9gliedrige8 an erkennen giebt, oder, was dasselbe sagt, die 
in BeziehüDg zu einem gegebenen solchen Axensysteme den 
Charakter annehmen, der ihnen verliehen wird dadurch, dass 
ihre Flächen senkrecht sind auf Strebestrahlen desselben, die 
hier alle Ifach Igliedrig sind. Die p oberen Flächen ver- 
halten sich daher zu den p unteren gegenbildlich, ohne ihnen 
zugleich = zu sein. Die Scheitel sind bloss I fach /;gliedrig, 
die Scheitelkanten verhalten sicli als ungleicliseitige ungleich- 
endige, d. h. Ifach Igliedrio^e Kanten. Das Nämliche gilt 
von den Randkanten, und auch die üandecken verhalten sich 
bloas als ifach tgliedrige Ecken. 

Die hier vorkommenden Säulen sind /Hächige und awar 
sind ihre Flächen Ifach igliedrig. Alle Seitenkanten sind 
von gleicher Grösse und sind 1 fach 1 gliedrig. Je 2 benach- 
barte sind je 2 einer und derselben Seitenkante anlie- 
gende Flächen verhalten sieh ebenfalls js*. 

Fflr den Werth von p=i erhalt man als Stellvertreter 
des Ifäch pgliedrigen f fliehigen Kronrandners einen Ifach 
Igliedrigen 2 flächigen kantenlosen Sehiefwandner, bestehend 
ans 2 dnander parallelen Fliehen, die sich {={ zn einander 
▼erhalten nnd i &eh l gliedrige Fliehen sind. Als StellTcrtreter 
der ^flleldgen Stnle hat man ebenso einen 2 flächigen Gegen- 
seiten wandner, dessen 2 FIMten sich {=1 sn einander yeiy 
halten und 1 fach 1 gliedrige Figuren sind. 

Als Beispiele gerenstellig 2 endiger Ifach y^gliedriger 
Gestalten mögen dienen I ^ eine 1 fach l •;licdrigo, an welcher 
je 3 Flächenpaare ein unregelmässiges Parallelepipedon bilden, 
das man häufig mit dem Namen schiefe rhomboidische Säule 
(prisme oblique ä base de parallelogramme obli- 
qu angle belegt. Nur je zwei einander parallele (ein Paar 
ausmachende) Flächen eines solchen Parallelepipeds sowohl, 
als auch der ganzen abgebildeten Gestalt, gehören zu einer 
und derselben einfachen Gestalt und bilden einen 2tiächigen 
kantenloseu Schiefwandner oder einen 2Üächigen Gegenseiten- 
wandner; [841 2) eine Ifach 3 gliedrige mit ihrer Horizontal- ^ig. 
projection B. Sie besteht ans zwei verschiedenen Ifach^,^. 
Sgliedrigen Kronrandnern R nnd b nnd ans den Tafel- 
flftehen a. 
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V. Gestalten mit ebenbildlich 2endiger Ifach 

/?gliedriger Hauptaxe 

(ebenbildlieh gleiohendige 1 fftcb /»gliedrige Gestalten). 

Obwohl hier alle 8trebestrahlen 1 fach 1 gliedrig sind, so 
Bind doch zu unterscheiden als besondere Hauptarten 1) die- 
jenigen, welche in solchen Hauptflttgel flächen liegen, in denen 
auch die 1 fach 2 gliedrigen Querstrahlen sich befinden, indem 
in einer solchen Flügelfläche stets 2 gleiehwerthige Strahlen 
vorhanden sind unter gleicher Neigung gegen den Ifaeh 
2gliedrigen Strahl, 2) jene, welche in Haaptflflgelflftehen liegen, 
die den Winkel zwischen je 2 nachbarlichen Hanptflflgelflftchen 
der eben erwähnten Art halbiren, nnd 3) solche, die in keiner 
der '2 bisher bezeichneten Arten von Hanptflflgelflächen sich 
befinden. 

Denkt man sich nun bei ebenbildlich 2 endiger 1 fach p glie- 
driger Hanptaxe, wenn p znerst grösser als 2 ist, Fliehen 
sei^echt auf Strebestrahlen der 3ten Hanptart gleich weit 
vom Mittelpunkte des Strahlensystems entfernt, so ist ein- 
leuchtend, dass, da hier jeder oberer solcher Strahl in einer 
Flügelfläche des oberen Hauptstrahles liegt, welche weder in 
die Verlängerung einer ihr gleichwerthigen Fitigelfläche des 
unteren Hauptstrahles fällt, noch auch den Winkel halbirt, 
den 2 ihr gleiehwerthige, einander nachbarliche, Flügelflächen 
des unteren Hauptstrahles mit einander bilden, die oberen 
und unteren Flächen der Gestalt sich in Mittelkanten von 
zweierlei Art schneiden müssen, welche zusammen einen un- 
jj^l* regelmässigen zickzackförmigen , d. h. einen sägeartig zick- 
' zackförmigen Kantenring bilden. Derartige Gestalten werden 
daher bezeichnet durch den Ausdruck ffächige Sägerandner 
370. {prionotdes t-edrica); z. B. 6fl&chiger Sägerandner (prionoides 
271. nexaedrica, trigonales Trapezoeder) ; 8 flächiger Sägerandner 
271a. {prianoides octaedrica^ tetragonales Trapezoeder); lOflAohiger 
ägerandner (prionotdes decttedrica) n. s. w. 

Jeder ^flftchige Sägerandner hat t ebenbildliche Ifach 
Igliedrige Flächen P, die im Allgemeinen Vierecke sind, mit 
2 gleich langen Seiten, welche einen der Winkel einschliessen, 
nnd 2 von einander sowohl, als anch von den beiden flbrigen 
an Länge [85] yerschiedenen Seiten. Jede der t ebenbild- 
liehen Sicheitelkanten s ist eine ungleichseitige ungleichendige, 
d. h. Ifach Igliedrige Kante^ Die p dnen gehören dem einen 
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«Bd die p andeni dem aadern SeheHel an iiad jeder Seheltel a 
irtsoBdft eine /»kantig lIlMh /^gliedrige Eeke» Beide Seheitel 
liid eimmder Die p Raadkiiiiteii der einen Art R sowohl, 
ab auch die p solchen der andern Art r sind 1 fach 2 glie- 
drige Kauten. Die einer und derselben Art angehörigen sind 
einander Die t Randecken e sind 3 X 1 kantige 1 fach 
Igliedrige Ecken. In jeder sind vereinigt eine Scheitelkante 5, 
eine Randkante der ersten und eine solche r der 2ten Art. 
Alle i Randecken sind einander c^. Bei keinem ^flächigen 
Sägerandner sind parallele Flächen vorhanden oder parallele 
Kanten. 

Für JE? = 2 erhält man den 4 flächigen Sägerandner, der ^ 
Ton den übrigen Sägerandnern sich dadurch nnterscheidet, 
dass seine dem Endpunkte eines Hanptstrahles angehörigen 
2 Scheitelkanten einander gerade entgegengesetzt liegen, so 
dus sie eine 1 fach 2 gliedrige horizontale Gipfelkaate g bilden. 
Die beiden Gipfelkanten sind einander nicht parallel , die 
Halbirnngspunkte derselben yertreten die Stelle der 2 SeheiteL 
Die FlAeli«! F selbat haben die Fem ren Dreieeken, wdl 
statt des Winkele am Beheitti hier ein Winkel ron 180^ yot- 
liaaden ist 

Fflr — i kat man als Stellrertreter des Sigerandnera 
emen ^hiefmitMkantigen 2ßächigen Schiefioaiüner^ be- 
itehend ans 2 Fliehen, die mit einander eine nieht horiaon- 
tele Mitelkante bilden, welche die Bedentnng einer Ifach 
2gliedrigen Kante hat, während die beiden Flächen selbst 
al3 einander ^ 1 fach 1 gliedrige Figuren zu betrachten sind. 

Flächen, welche senkrecht sind auf Strebestrahlen der 
oben erwähnten 2ten Hauptart, bilden /flächige Krourandner, 
die jedoch bloss die Bedeutung von Sägerandnern haben, bei 
denen die beiden Arten von Randkanten gleich lang und gleich 
gross geworden sind. Nur die einander ~ Randkanten haben 
die Bedeutung von Kandkanten gleichen Werthes. Scheitel- 
büten, Randecken, Flächen erscheinen als Ifach Igliedrig, 
wenn die Gestalt in Verbindung mit andern eine zusammen- 
gesetzte Ifach jt? gliedrige ebenbildlieh gleichendige ausmacht. 
Als Stellvertreter dieser Kronrandner hat man bei Ifaeh 
^giiediiger ^ gleichendiger Hanptaxe die 4flächigen Krön- 
tandner; bei Ifach Igliedriger eoleher Aze aber kantenlose 
2illehige Schief wandner. 

[86] Fliehen senkreeht auf Strebestrahlen der enten jener 
3 Haaptarten begrensen ^diehige Bbenrandneri die jedoeh 
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angesehen werden müssen als Sägerandner, bei denen jede 
liandkante der einen Art = 0 geworden ist, während die an- 
dern Randkanten dadurch in den mittleren Querschnitt ge- 
langt sind. Die Randecken eines solchen Ebenrandners haben 
daher hier bloss den Charakter von Ifach 2gliedrigen Ecken, 
die Randkanten den von Ifach 2 gliedrigen Kanten, die Scheitel- 
kanten sind 1 fach Igliedrig; auch die Flächen verhalten sich als 
Ifach Igliedrige und die Scheitel sind /? kantige Ifach pglie- 
drige Ecken, obgleich die ganze Gestalt an sich, abgesehen 
von dem bestimmten in ihr gegebenen Strahlensysteme, mit 
einem gewöhnlichen ^flächigen Ebenrandner tibereinstimmt. 

Als Stellvertreter dieses Ebenrandners, wenn p = 2 ist, 
hat man auch hier quersäulige 4 flächige Schiefwandner und, 
wenn p = \ ist, quermittelkantige 2 flächige Schiefwandner, 
und die Charaktere dieser beiden Gestalten verändern sich 
auf eine dem in ihnen gegebenen Strahlensysteme entsprechende 
Weise. 

Senkrecht auf den Ifach 2gliedrigen Querstrahlen einer 
Art stehende Flächen geben eine flächige Säule mit ebenbild- 
lichen Flächen und ebenbildlichen Seitenkanten. Die Seiten- 
kanten sind Ifach 2gliedrig. Dasselbe gilt von den Seiten- 
flächen. Die flächige Säule, deren Flächen senkrecht stehen 
auf den Ifach 2gliedrigen Querstrahlen der andern Art, hat 
denselben allgemeinen Charakter. 

Flächen, welche auf 1 fach l gliedrigen Querstrahlen senk- 
recht sind, bilden 2 X/> flächige Säulen, welche als Quer- 
schnitt, wenn man ihn als ebene Figur an sich betrachtet, 
ein 2 fach ;>gliedrige8 ^seit, einen Lanzen-jö-ling, haben. Die 
sämmtlichen Flächen einer solchen Säule sind einander 
die Seitenkanten von zweierlei Art sind Ifach 2gliedrige 
Kanten. Halbiren jene Querstrahlen den Winkel, der von 2 
nachbarlichen Ifach 2 gliedrigen Querstrahlen gebildet wird, 
so werden die Seitenkanten der 1 X p flächigen Säule von 
gleicher Grösse und die Säule daher übereinstimmend in dieser 
Beziehung mit einer < flächigen, deren Querschnitt ein regel- 
mässiges ^seit ist, hinsichtlich auf den Charakter ihrer Theile 
aber stimmt sie mit den 2 X flächigen, hierher gehörigen, 
Säulen tiberein. 

Für den Werth p = 2 hat man als hierher gehörige 
2X;>Hächige Säulen die 2 X 2flächigen, als ^flächige die 
4 flächigen [87] (mit quadratischen Querschnitte) und, als Stell- 
ter der flächigen Säulen, die 2 flächigen Gegenseiten- 
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wandner^ welche hier als von 2, ^ Ifaeh 2gliedrige]i eioaiider 
piranelen Fliehen begrenzt za denken sind. 

Wenn psssi ist, so sind die Stellrartreter der ^flächigen 
fliolen 2 fliehige Gegenaeitenwandner, die hier begrenzt za 
lenken sind Ton 2 ^ parallelen Ifiieh Igliedrigen Fliehen. 
Die Stellvertreter der 2 X/? flächigen Säulen sind 2 X l flächige 
oder 2 flächige Nebenaeiten wandner, an denen die beiden ^ 
ifacL Igliedrigen Seitenflächen sich in einer 1 fach 2gliedrigen 
Seitenkante schneiden. Statt der flächigen Säulen hat man 
in diesem Falle 1 flächige Seiten wanduer, deren einzige Be- 
grenzungsebene auf einem der beiden ifach 2giiedrigen Qaer- 
strahlen senkrecht ist. 

Bei den hierher gehörigen /Ilächigen Ebenrandneru so- 
wohl, als auch den ^flächigen Kronrandnern, so wie auch bei 
den p flächigen Säulen und endlich auch bei den Stellvertretern 
dieser 3 Formen, wenn der Werth von p = 2 oder 1 ist, 
hat man eine Ite und 2te Stellung zu unterscheiden. Aus 
einer solchen Stellung läset sich die andere herleiten durch 
Umdiehnng der Gestalt um die Hanptaxei so dass jeder Qner- 

360 

Strahl einen Winkel von — — Graden beschreibt. 

2p 

Denkt man sieh an einem gleiehatellig 2endigen 2X^fliehir 
gen Ebenrandner die Gesanuntheit der t einen later i^h 

ebeobildlichen Flächen so weit yerlingert, dass sie die Gestalt 

allein begrenzen, so erhält man einen /flächigen Sägerandner, 
der zu dem, welcher auf älinliche Weise durch Verlängerung 
der / andern unter sich ebenbildlichen Flächen entsteht, sich 
gegenbildlich verhält. Auf ähnliche Weise kann man an 
einem 2 X /flächigen Eronrandner durch die Verlängerung 
der / einen unter sich ebenbildlichen Flächen desselben einen 
fflächigen Sägerandner erzeugen, der zu dem, welcher von 
den gehörig verlängerten t andern unter sich ebenbildlichen 
Flächen jener Gestalt umschlossen wird, sich gegenbildlich 
verhält. Die ebenbildlich 2 endige Ifach 2gliedrige Gestalt -4 ^j^- 
ond 3gliedrige Gestalt B lassen, waui man sie in die ein-x.^. 
fachen Gestalten zerlegt, ans denen man sich dieselben be- 
ttakend draken kann, die wichtigsten der an solchen Gestalten- 
ijiliwy TorkommeBdea Verhiltnisse erkcoaen nnd dienen an 
im Yei^Bnliehnng, 
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[88] VI. Einfache Gestalten mit ungleichendiger (oder 
2X lendiger) 2fach /;gliedriger Hauptaxe 

(ungleichendige 2fach /»gliedrige Gestalten). 

Wenn p znerst grösser als 2 ist und man denkt sich 

Flächen senkrecht auf 2 fach Igliedrige Strebestrahlen einer 
Art, 80 erhält man einen pflächigeji Spitzling*) [acroides 
p-edrica) erster oder zweiter Stellung, z. B. 3 flächiger Spitz- 
ling [acroides ti'iedrica]^ 4 flächiger Spitzling (acroides tetra- 
cdrica)j 6 flächiger Spitzling {acroides hexaedrica). Die p 
Flächen einer solchen Gestalt vereinigen sich sämmtlich in 
einem gemeinschaftlichen Eckpunkte, dem Scheitel. Die Flächen 
sind 2 fach Igliedrig und die p Scheitelkanten sind gleich- 
seitige 2fach Igliedrige Kanten. Der Scheitel ist eine p- 
kantige 2 fach j^gliedrige Ecke. In jedem Systeme sind zu 
unterscheiden flächige Spitzlinge der Isten und 2ten oberen 
and wieder solche der 1 sten und 2 ten unteren Stellung. Bei 
jenen liegt der Scheitel am äusseren Ende des oberen Haupt- 
strahls, bei diesen an dem des unteren. Für p = 2 erhält 
man, anstatt des flächigen Spitzlings, einen qnergipfelkantigen 
2 flächigen Schiefwandner. Die beiden Flächen einer solchen 
Gestalt sind zu betrachten als 2 fach Igliedrige, und die 
horizontale Gipfelkante, welche sie bilden, ist eine 2 fach 
2g]iedrige Kante. Sie ist SteUvertreter von 2 Soheltelkaaten, 
die hier unter einem Winkel von 180^ am äusseren Ende 
des Hauptstrahls susammenlanfen. Ptlr p=\ erhält man den 
1 flächigen Schiefvrandner. Seine Fläche hat hier die Bedeutung 
einer 2 fach Igliedrigen Figur» 

*) Das Wort Spitzling ist ähnlich den Worten FrtthHng, Spät- 
ling gebildet und bedeutet etwas, dessen Haupteigenschaft im 
Spitzigsein bestellt. Das Wort Pyramide bezeichnet einen Spitz- 
liog, der durch das Hinzutrete« einer Grundfläche zu einer ringsum 
endlich begrenzten Gestalt jceworden ist, welche aber, da sie dem- 
nach Flächen verschiedener Art besitzt (Scheitelflächen und Grund- 
oder Tafelflächen) nicht mehr als einfache Qestalt betrachtet werden 
darf. Man kann an den /flächigen Ebenrandnern und an den 
^flächigen Kronrandnern die j9 flächigen Spitzlinge und an den 
2x<flUchigen Ebenrandnern, so wie an den 2xiflächigen Kron- 
randnern die 2 xjt; flächigen Spitzlinge kennen lernen, wenn man 
die Scheitelkanten, die im einen Scheitel jener Gestalten zusammen- 
laufen, Aber die Randeoken hinaus Tcrl&igert und die dieser Ver- 
längerung entsprechende Verlängerung der Flächen dieses Scheitels 
grleichfalls stattfinden lässt. während man die Flächen und Kanten 
des andern Scheitels nicht mit in Betrachtung zieht 
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[89] Auch bei den hier erwähnten 2 flächigen sowohl als 
1 flächigen Schiefwandnern hat man eine l ste und 2te obere 
und ebenso eine 1 ste und 2to untere Stellung zu unterscheiden. 

Flächen senkrecht auf 1 fach Igliedrige Strebestrahlen 
begrenzen im Allgemeinen 2 X flächige Spitzlinge, deren 
Querschnitte 2 fach /^gliedrige ^seite oder Lanzen-/)-linge sind ^ 
z. ß. 2 X 2 flächige Spitiiinge (acrMes didiedrica), 2 X 3flft- 
ehige Spitjdioge [armidcs ditriedrica) , 2 X 4 flächige Spita- 
liDge [acrotdes ditetraedrica). An ihlieB haben die FUoken 
die Bedentang 1 fach 1 gliedriger Figuren. Die p einen ver- 
halten Bich ebenbiidiieh zn einander, aber gegenbildlieh zu 
ta p flbtigeBi die «Bier aioh ebenbiidiieh rfnd. Der Beheltel 
ist eine 2 X /»kantige 2faeli /»gliedrige Beke. Die Sebdtelr 
baten sind von sweierlei Art. Die p einen sowobl als die /> 
aadein dnd gleiehaeitige 2(keh 1 gliedrige Kanten. Die GrOMe 
fteieUknet den Untereehied der beiden Arten. Weiden die 
Belieitelkanten der beiden Arten an QrOsee gleich, so bat der 
Spirzling scheinbar die Form eines f flächigen , aber die Be- 
dentuDg seiner Theile bleibt dennoch dieselbe als beim 
2 Xjo flächigen Spitzlinge. 

Für den Werth jy — 1 hat mau als Stellvertreter des 
2 X /^flächigen Spitzlings einen 2 X 1 flächigen oder 2 flächi- 
gen schiefgipfelkantigen Schiefwandner. Die beiden Flächen 
einer solchen Gestalt sind gegenbildlich gleiche 1 fach 1 glie- 
drige; die Gipfelkante ist eine gleichseitige 2 fach I gliedrige 
Kante. Dem scheinbar ^flächigen Spitzlinge entspricht hier 
der Fall, wobei die schiefe Gipfelkante sich umwandelt in eine 
horizontale y man mithin einen 2 flächigen quergipfelkantigen 
ScIuefwandjEier hat, dessen Flächen aber bloss und nicht 
^smdy dessen Gipfelkante gleiehfalla eine gieiobseitige 2faob 
1 gliedrige Kante bleibt. 

Denkt man sich den Hauptstrabi, welcher einem flächi- 
ge Spitilinge angebdrt, wachsend, während der Qoereehnitt 
uiTerindert bleibt, so wird der Sobeitel der Gestalt immer 
ipMgery nnd wird jener Hanptstrabl s oo, so bat man eine 
^ileUge Sftnle, die sieb als ^e nngleiebendige verbilt Ihre 
Wtenflielien aind 2faob Igliedrig, ihre Seitenkanten sind 
«bm&Us gleiebseitig 2fiseb Igliedrig. Fflr p 2 ist aneh 
Uer ein 2 flächiger Gegenseltenwandner Torbanden, dessen 
FUchen als 2 fach 1 gliedrige sieb yerbalten. Für ^ » 1 bat 
Ban einen 1 flächigen Seitenwandner, dessen Fläche eine 2facb 
Igliedrige ist. 

Ortwald*« UaMÜM. SS. 7 



98 



Jolu Medr. GkrMMi Heetel. 



Auf ähnliche Weise kann man aus deiD 2 X /> flächigen 
Spitzliiiß^e 90] die 2 X/? flächige 8äule ableiten, deren Seiten- 
lliichen hier als 1 fach l gliedrige erscheinen, während ihre 
8eitenkanten gleichseitige 2 fach 1 gliedrige Kanten bind. Je 
2 einer und dcrbelben Kante anliegende Flächen verhalten 
sich gegenbildlich. Für p = \ hat man als Stellvertreter der 
2 X /v'fljlchigcn Säule einen 2 X 1 flächigen oder 2 flächigen 
NebenBt'itenwandner, d. h. 2 Flächen, die in einer gleichseitigen 

2 fach 1 gliedrigen Seitenkante zaäammentreü'en, dich |=. zu 
eiiMUider verhalten und 1 fach 1 gliedrig sind. 

Die Querschnitte der 2 X flächigen Säule sind auch im 
Allgemeinen 2 fach />gliedrige ^seite oder Lanzen-/i-UBge. 
Werden in diesem Querschnitte die zweierlei Winicel einander 
gleieli, so erkftlt die Säule scheinbar die Form einer /fläclur 
gMl mit regelmässigem ^seitigen Querschnitte. Die Bedeutung 
ilirer TheUe aber ist wie bei der gewöhnliehen 2 X/^fllehigen 
Sinle mit nngldehendiger 2fieh jigliedriger Hanptaze. Ffir 
p s= i hat man als Stellvertreter einer aolehen SAide einen 
2^hig«n Oegenseitenwandner, dessen Fliehen hier die Be- 
deutung Ton Ifaeh Igliedrigen, einander |={ Fignren haben. 

AJs Bdspiele nngleiehendiger 2faeh ^gliedriger Gestalten 
mögen dienen: 1) dlne 2faeh 2gliediige und 2) dne 2£aeh 

3 gliedrige. Darch Zerlegung in die eingehen Gestalten, ans 
denen sie bestehen, kann man sieh den Ciiarakter dieser Ge- 
stalten uud Gestaltensysteme versiunlichen. 

Vll. Einfache Gestalten mit nngleiehendiger tfach 

pgliedriger Haiiptaxe 

(ongleiehendige Ifaeh pgliedrige Gestalten). 

Wenn /) grösser als 2 ist, so begrenzen Fläclieu, welche 
senkrecht sind auf irgend eine Art von Strebeätrahlen, gleich- 
falls wieder />flacliige Spitzlinge, die an Form den 2 fach 
/>gliedri;reu Spitzlingen möglicher Weise gleich sind, aber hier 
sind ihre Flächen Ifach 1 gliedrig und ihre Scheitelkanten 
gleichfalls Ifach 1 gliedrig. Ihr Scheitel ist kantig Ifach 
f7 gliedrig. Wenn ss 2 ist, so hat man, statt eines solchen 
joiläehigen Spitslings, einen qnergipfelkantigen 2flächigen 
8chiefwandncr, dessen beide Flächen als ebenbildliche Ifaeh 
t gliedrige Fignren an betrachten sind, während die Gipfel- 
kante eine Ifach 2 gliedrige ist. Für p=\ entsteht ein 
iiiahiger Schiefwandner, dessen Fliehe likch. 1 gliedrig ist, 
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[91] FUiclioii senkrecht auf Querstrahleu irgend einer Art 
bilden im Allgemeinen /^fliichisre Säulen, deren Seitentlächen 
sich als ^ verhalten und 1 lach 1 gliedrifr sind. Auch die 
Seitenkanten verhalten sich als uiigleieliseitige ungleichendige, 
d. h. als l fach 1 gliedrige Kauten. Auch in der Reihe dieser 
/^flächigen Säulen treten für den Werth p — 2 2 flächige 
Gegenseitenwandner auf. Die beiden Fl:ieh(;n derselben ver- 
halten sich hier ^ und sind l fach 1 f:li(Hlri^^ Für den Werth 
= 1 erhält mau eben so lü&chige leiten wandner , deren 
Fliehe Ifach igliedrig iat. 



TL StrahleMjrsteme ond Axensysteme hauptaxeiiloser 

Gestalten. 



1) Bei hanptftzeiiloseii Geatalten ist die geringste Anzabi 
gleiehwerthiger Azea = 3. 

2) Diese 3 Axen mflsseii ebenbikUioli gleieh sein. 

3) Wenn ven ^ner Art Strahlen die Anzahl 4 beträgt, 
so können nieht zwei derselben in eine gerade Ldnie zusammen- 
fallen. 

4) Auch können in diesem Falle nicht 2 Strahlen sieh 
gegenbildlich verhalten, weil sonst die beiden FlügeHlächen, 
in deren jeder ein solches Paar liegen würde, sich in einer 
ilauptaxe schneiden mftssten. 

5) Die Anzahl ebenbildlicher Strahlen einer Art muss 
daher wenigstens grösser als zwei sein. 

6) Eine hauptaxenlosc Gestalt muss Axen haben, die 
hoher als Igliedrig [Ifach oder 2 fach) sind. 

£s seien in ihr a und h zwei nioht in einerlei gerader 
Linie liegende ebenbildliche Strahlen, welche Igliedrig sind; 
man gebe jeder auf gleiche Wdse einige Flügelflächen, bringe 
dann a Mf irgend eine Weise an die Stelle, welche vorher h 
einnahm, so dass die nene Stellung des Strahlensystems der 
alten ebenbildlieh ist; es wird dann entweder: 1) h dieselbe 
Stelle oder 2) eine andere Stelle einnehmen mflssen, als die- 
jenige ist, welehe znyor a inne hatte. 

Iflt ö an die Stelle von a getreten, wenn a in jene von 
h gebracht worden, so mnss, wenn man den Winkel zwischen 
a nnd b mittelst eines dritten Strahles e halbirt, dieser Strahl 
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so beschaflfen sein, dass, wenn er als Umdrehungsaxe ange- 
wendet wird, die beiden Strahlen a und b durch Umdrehung 
um 180*^ mit einander vertausclit werden können; der Strahl 
V ist daher [92] ein icenigstens 2 gliedriger. Ist aber h nicht 
in die Stelle von a versetzt, wenn a in die von b gerückt 
worden, so muss b die Stelle einnehmen, welche vorher ein 
dritter, mit a und b ebenbildlicher Strahl einnahm. Legt 
man nun durch gleichweit vom Mittelpunkte entfernte Punkte 
in diesen drei Strahlen eine Ebene und zieht durch den 
Mittelpunkt des Strahlensystems die auf sie senkrechte Axe, 
so ist einleuchtend, dass in Beziehung auf eine Richtung in 
dieser Axe die drei Strahlen a, h und c sich ebenbildlich 
verhalten y dass alao diese Axe eine mindestens dreigliedrige 
sein müsse. 

7) Wenn ein haaptaxenloses Strahlensystem 2gUedrig6 
Axen besitzt, so hat es auch Axen, welche drei oder mehr- 
gliedrig sind. 

Es seien a und h zwei ebenbildliehe 2gliedrige Strahlen, 
welehe nicht in eine und dieselbe Linie znsammenfallen. ICan 
bringe das Strahlensystem in eine der ersten gegebenen Stel- 
lung ebenbildliohe Stellung, so dass a an die Stelle kommt, 
welche yorher h einnahm, so mnss h entweder 1) an die Stelle 
von a gerückt sein oder 2) eine andere Stelle einnehmen. 

Im ersten Falle wird der Strahl, welcher den Winkel 
zwischen a und b halbirt, gleiclifalls ein 2 gliedriger Strahl 
c sein müssen. Man hat also in einerlei Ebene liegend 3 
Strahlen, welche 2 gliedrig sind und von denen man weiss, 
dass die beiden äussersten ebenbildlich sind in Beziehung zum 
mittleren. Aber ebenso muss in derselben Ebene jeder dieser 
beiden äusseren Strahlen a und h ein mittlerer sein für zwei 
ebenbildlicho 2gliedrige Strahlen, von denen der eine jener 
erste mittlere Strahl r ist. Nennt man die mit c als eben- 
bildlich erkannten beiden neuen Strahlen d und <?, so muss 
der Winkel, welchen c mit d oder mit c macht, gleich dem 
Winkel sein, welchen a mit b macht, und daher kleiner als 
180°. Die Ebene, in welcher diese sämmtlichen Strahlen 
liegen, hat daher in den 3 Strahlen d und e eine Anzahl 
ebenbildlicher 2 gliedriger Strahlen, welche grösser als 2 ist. 
Zwei 2gliedrige ebenbildliche in einerlei Ebene liegende 
Strahlen sind aber anoh einander ebenbildlich in Be- 
ziehung anf die eine Richtung in der auf dieser Ebene senk- 
recht stehenden Axe, wenn sie einander ebenbildlich sind in 
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BflsiehaDg anf einen in der Ebene befindlichen zwischen ilmiD 
liegtaden Strahl. Es ist nämlich jede der beiden in der er- 
wihnten Ebene liegenden FittgelflAcken dea einen der beiden 
[9S] TerglMieneii 2gliedrigeii Strahkn ebenbildlieh einer jeden 
im beiden in derselben Ebene liegenden Flllgelfliehen dei 
ndem, weshalb aneh jede der beiden anf diese Bbene senk- 
nebten Flftgelfliehen des ^en dieser fiiraklen ebenbildlieh 
emer jeden der beiden anf dieselbe Ebene senkreehten Flügel- 
ülehen des andern sein mass, so dass also dnreh Umdrehung 
' om die anf der erwähnten Ebene senkrechte Axe der eine 
t 2gliedrige Strahl so an die Stelle des andern gebracht wer- 
' den kann^ dass jede der 1 der Betrachtung unterworfenen, 
folglich jede Flügelfläche desselben, an die Stelle einer ihr 
. ebenbildlichen getreten ist und also diese beiden 2gliedrigen 
' ebenbildlichen Strahlen auch einander ebenbildlieh sind in Be- 
, Ziehung auf den auf der Ebene, in welcher sie liegen, senk- 
rechten Strahl. Insofern also die drei Strahlen r, d und e 
I in Beziehung zu dem auf der Kbene, in der sie liegen, senk- 
rechten Strahl einander ebenbildlieh sind, so muas dieser Stralil 
3- oder mehrgliedrig sein. 

Im 2ten Falle wird b eine Stelle einnehmen müssen, 
' welehe vorher ein dritter mit a nnd h ebenbildlicher Strahl 
f einnahm. Legt man hier wieder eine Ebene dnreh drei 
Punkte, deren jeder in einem dieser 3 Strahlen a, c in 
I einerloi bestimmter Entfemnng a vom Mittelpunkte des Strahleft- 
systems angenommen worden, so wird die anf diese Ebene 
i senkrechte Axe eine 3- oder mdngliedrige sein mflssen, weil 
dnreh Umdrehung des gansen Strahlensystems nm sie der 
Strahl a an die Stelle von b rllekt, wenn b an jene gelangt, 
die vorher e einnahm, während sugleich 1} die FiUgelflftehe 
Ton a, welche dnreh b geht, an die Stelle der ihr ebenbild- 
lichen Fltigeltläche von b, die durch c geht, getreten ist, mit- 
bin a eine Stellung erhalten hat, die mit derjenigen, welche 
b zuerst hatte, ebenbildlieh ist, und 2) die Flügellläche von 
bj welche durch a geht, an die Stelle der ihr ebenbildlichen 
Flügelfläche von r, welche durch h geht, gelangt ist, so dass 
b eine mit der vorigen von r ebenbiUlliche Stellung hat. 

8) Die höchst vielgliedrigen Strahlen in hauptaxenlosen 
Gestalten können nicht höher als 5gUedrig sein. Man nehme 
an, 63 seien Ggliedrige Strahlen in hauptaxenlosen Gestalten 
Bidglichy so werden, wenn man zwei ebenbildliche Strahlen, 
die den kleinsten Winkel mit einander bUdeO| den awei solehe 
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Strablen einschliessen könneu, nachbarliche ebenbildliche Strah- 
len nennt, einen GgUedrigen Strahl (i nachbarliche ihm eben- 
bildliche [94] Strahlen so umgeben müssen, dass sie bei der 
durch Umdrehung des ganzen Strahleusystcms um jenen ersten 
GgUedrigen Strahl bewirkten Vergleichung sich in Beziehung 
zu ihm als einander ebenbildliche Strahlen verhalten. Von 
den 6 Flügelflächen, in denen sie liegen, müssen also je 2 be- 

360" 

nachhalte um — — = 60° gegen einander geneigt sein und 

o 

alle jene 6 Strahlen mttssen gegen jenen einzelnen gleiehge- 
neigt Bein, so dass jeder mit ihm einen Winkel er bildet. Es 
gK- sei ca jener erste Strahl, cb nnd cd seien 2 der 6 nachbar- 
' liehen ihm ebenbildliehen Strahlen, welche in benachbarten 
Flfigelflftehen aeb nnd acd liegen; man lege dnreh einen 
Pnnkt q in ca eine Ebene dqb senkrecht auf coj so dass 
also die Winkel dqc und bqc rechte Winkel sind, mithin 
der Winkel dqb als Neigungswinkel von dca gegen öca be- 
trachtet werden kann. Es wird nun, da auch dca = hca 
— et ist, auch dq — hq sein; weil aber dqb hier als Nei- 
gungswinkel zweier benachbarter ebenl)ildlicher Flügelflächen 
eines GgUedrigen Strahls = 00" ist, so ist das Dreieck dqb 
ein gleichseiti,;^es, also db = bq. Aber das Dreieck dcb ist 
gleichschenklig und dbc ein spitzer Winkel. Zieht man </r 
durch d senkrecht auf cb^ so ist die Kathete dv kleiner als 
die ilypotenuse db im Dreieck dvb^ folglich auch kleiner als 
qb \ da nun dr = br^ so ist vd : de <^ qb : bcj d. h. der 
Winkel dcb < bca. Da nun aber bca = or, d.h. der kleinste 
Winkel sein soll, den zwei solche Ggliedrige ebenbildliche 
Strahlen einschliessen können, so heisst dieses : in hauptaxen- 
losen Gestalten mfissen zwei Ggliedrige ebenbildliche Strahlen 
cd und cb einen Winkel einschliessen, welcher kleiner ist, 
als der kleinste, den zwei derartige Ggliedrige Strahlen ein- 
schliessen können, was ein wahrer Widerspruch ist. 6- nnd 
mehrgliedrige Strahlen sind also in hanptaxenlosen Gestalten 
nicht möglich. 

9) Nnr bei der hanptaxenlosen Qestalt mit nnendlich 
vielen nnendlich yielgliedrigen Axen, bei der Kugel, ver- 
schwindet die Ungleichheit zwischen den nnendlich kleinen 
Winkeln, die unseren Winkeln bca nnd bcd entsprechen. 

10) 'Wenn ein y>>gliedriger Strahl in einem hauptaxenlosen 
Strahlensysteme 3- oder mehrgliedrig ist, so ist die Anzahl 
der ihm nachbarlichen ebenbildlichen Strahlen nicht grösser 
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als p. Dass sie nicht kleiner als p sein darf, ergiebt sich 
aus dem /? gliedrigsein , [95] sie könnte aber 2/; oder allge- 
meiner 7ip sein ; da aber der kleinste Werth von p — \\ ist, 
80 würde 2p schon G geben. Es mflsste dann einer der 3 

, einen zwischen zweitm der 3 andern liegen, entweder beiden 
in gleichem Grade benachbart, oder dem einen mehr als dem 
andern. Jedenfalls würden dann zwei ebenbildliche derartige 
Strahlen einander mehr benachbart sein, als zwei nachbarliche 

I lolche Strahlen, was mit dem oben gegebenen Begriffe der 
nachbarlichen Strahlen im Widerspreche steht. 

11) Wenn daher ein 3- oder mehrgliedriger Strahl a! za 
den nachbarlichen Strahlen eines andern ihm ebenbildlichen 
Strahles a gehört und in einer Fitigelfläche ß desselben liegt, 

' so miiss auch der Strahl a ein eben jolcher Baohbarlicher 
Strahl TOB a' seia Bsd ia elBer Flflgelfllehe tob diesem 

I auf gleiche Weise liegOB, so dass die Flllgclflflche /}' des 
Strahles ehcBbildlieh ist der Flllgelfläehe ß des Strahles a. 

12) Beide FlftgelflicheB ß und ^ fallen aber znsammeB 
hl EbcBC zwischcB a vad d\ der Sirahl welcher den 
Winkel gwiiehen a und a halbirtj muss sonach ein 2glte^ 
driger Strahl sein ; denn wenn dnrch Umdrehung nm ihn die 
beiden Strahlen a nnd a! vertauscht werden, so sind auch 
die ebenbildlichen Flügeillächen und ß' vertauscht, die dos- 
halb auch für den Strahl d ebenbiidiiche Flügelflächen sind, 

weshalb er, da dicNeignng dieser FlflgelflichcB =— — s= 180^ 

ist, ein 2gliedriger Strahl sein rnuss. 

13) Wenn ein Strahl in einem hanptaxenlosen Strnldon- 
systeme 4- oder 5gliedrig ist, so sind je zwei ihm nachbar- 
liche und ebenbildliche Strahlen , welche in nachbarlichen 
ebeBbildlichcB Flttgelflächen desselbcB liegeD| auch gegea einan- 
der nachbarliche ebcBbildliche Strahlen. Es sei ca jener 
erste, cd und ch die beides aBdern derartigcB StrahlcB. Es 
ist djuiB acd = ach oder der Bogen ad = dem Bogen ab, 
Ist daBB dch Bicht = acb oder der Bogea db nicht = dem 
Bogen abf BO mllsste der BogCB db grösser als der Bogen 
ab seiB; dcBB wire dh<^abj so würden ca nnd cb nicht 
nachbarliche Strahlen sein. Es sei daher der Bogen db'^ abj 
so wird auch in dem gleichschenkligen sphärischen Dreiecke 
bad der Winkel dab grösser als der Winkel abd sein müs- 
sen. Es sei nun ferner ar/i eine Flücrelfläche von ra, die 
zu acb die rechte nachbarliche ebenbiidiiche ist, wenn acd 
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die linke ist, und ch sei der [9Ö] in ilir liegende, zu ca nachbar- 
liche ebenbildliche Strahl. Da nun ca und cb ebenbildliche 
nachbarliche 4- oder 5gliedrige Strahlen sind, so ist der 
Strahl cw, welcher den Winkel zwischen beiden halbirt, ein 
2gliedriger Strahl. Nimmt man ihn als Umdrehungsaxe, um 
cb mit ca zu vertauschen, so wird der Winkel ahb^ da er 
= abd ist, kleiner als dab sein und daher die Seite bh 
zwischen ad und ab liegen müssen, z. B. so wie afy so dass 
haf = abd ist. Umgekehrt wird ah nichtswischen ba und 
hd^ sondern über bd hinaus fallen müssen, weil bah — had^ 
also > abd ist. Sie liege wie bj\ so dass abf =■ bad ist; 
es ist dann der Strahl cf^ als ein dem Strahle ch ebenbild- 
licher, anch den Strahlen ca nnd ch und cd ebenbÜdlicb. 
Es ist nun af= bdj aber anch äff =s hff (weil gab = gba 
ist), daher anch gd s=s gf. Es kann aber df nicht kleiner 
als a6 sein, weil sonst ca nnd ob nicht nachbarliche Strahlen 
sein würden. Ist aber df^ab = ady so mnss anch dbf = 
dba^ mithin abf = bad= 2 abd sein; ist df^ ab oder 
df^adf so mnss dbf^dba^ mithin abf (= bad) 
2 abd sein. In dem glcichschenkUgen sphirischen Dreiecke 
dab aber sind bei unverändertem Winkel bad die Winkel 
abd nnd adb um so kleiner, je kleiner die Bogen ad und 
ab sind; sie werden daher am kleinsten sein, wenn ad = 
bd = Null wird. Dann ist abd + (^db = 1 Ii — bad und 

abd = \ (2R — bad). 

Ist dann ca ein 5gliedriger Strahl, so ist bad = \ R = 
72" =Ä dem Mittelpunktswinkel des regelmässigen Fünfecks, 
daher = \ {'2 11 54" = dem halben Umfangs- 

winkel des regelmässigen Fünfecks. Da nun 2 X 54*^ = 
los*' ^ 72" ist, so kann abf oder bad nicht ^ 2 abd sein, 
weil selbst der kleinste Werth von abd, welcher hier nicht 
erreicht werden darf (indem sonst die Strahlen ca, cb, cd 
n. s. w. in einen und denselben Strahl zusammenfallen würden), 
grösser als ^ ^aci^ ist Es mnss daher für die 5gliedrigen 
Strahlen caj cb, cd gelten, dass Bogen bd = ba = da. 

Ist der Strahl ca 4gliedrig, so ist bad = 90" = Ii und 
^(2jß — jß)s=|t^^45", folglich der kleinste Werth von 
a3<is= 45% so dass 2 abd= bad sein könnte. Dieser kleinste 
Werth darf aber nicht erreicht werden, wenn nicht die Strahr 
len [97] ca^ cb, cd n. s. w. snsammen in einen fallen sollen; 
daher mnss anch hier Bogen bd ^ ba = da sein. 
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Sowohl bei 5gliedrigen als auch bei 4gliedrigeii Strahlen 
ca, ch^ cd u. s. w. ist dann also dba = hda ~ had\ folg- 
lich für den Strahl cb die Flflgelfläche dcb ebenbildlich der 
Flügelfläche ach. In Beuehiing auf cb ist also cd eben- 
bildlich mit ca nnd ebenso umgekehrt in Beziehung anf cd 
ist cb'^ca^ folglich Bind cb and cd DaohlMurUclie ebenbild- 
üdie Strahlen« 

14) Nimmt man daher in droi solchen 4- oder &gliedri- 
gen, einander gegenseitig naehbarliehen, Strahlen Punkte an, 
welche gleiehweit entfernt vom Mittelpunkte des Strahlen- 
systems sind, und legt dnreh diese drei ebenbildliehen Punkte 
one Ebene, so ist der anf diese Ebene senkrecht an fUlende 
Strahl ein Sgliedriger. 

15) Sind die Strahlen ca, chj cd dreigliedrige Strahlen, 
80 ist bad= 120". Es ist dann ^ (2 R — 120") = 30^ 
und 2 X 30 120. Ks kanu daher hier sowohl öd = ab 
oder ad sein, als auch grösser. 

16) Wenn bd = ab = ad ist, so muss abd = adb = 
bad =120° sein. Legt man durch die Punkte a und d 275. 
eine Ebene, so ist dann der auf diese Ebene senkrechte 
Strahl ce ein dreigliedriger, der aber nicht mit ca, cb^ cd 
ebenbildlich sein kann, weil er mit ca einen Winkel eca 
bildet, der kleiner als acb ist, was daraus sich ergiebt, dass 
aeh = 120° und eba ^ 60° ist, folglich kleiner als aeb^ 

80 dass der Bogen ae<üab sein muss; es würde dann cb 
nicht ein dem ca nachbarlicher Strahl sein. Die drei 3glie- 
drigen Strahlen ca, cb und cd sclineiden sich im Mittel- 
punkte e, so dass die drei Ebenen acb, bcd, dca eine 
3kantige B winklige Ecke bilden, bei der jede Elante = 
120^ misst. 

17) Ist hd'^abj so mnss der Strahl, welcher senkrecht 
laf die Ebene, die durch a^ b, d gelegt werden kann, ein 
4- oder Sgliedriger sein; denn dass er nicht Sgliedrig sein 
kSnne, ist ans dem eben Gesagten einleuchtend ; dass er aber 

b^lier als 2gliedTig sein mflsse, ergiebt sich daraus, dass 

durch Umdrehung des Strahlensystems um ihn cd an die 
Stelle von ca komuit, wcun ca an die Stelle von cb 
tritt n. 8. w. 

18) Ist der auf die Ebene durch a, b und d senkrechte 
Strahl Igliedrig, so muss abd = adb = 1 X 120° ^ 00° 
nnd ausser den 3 Strahlen ca, cb, cd muss noch ein vierter 
3gUedriger Strahl vorhanden sein, der in Beziehung zu jenem 
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4 gliedrig^en [98] mit deo 3 genannten ebenbildlich ist, nnd 
diese 4 StraJilen schneiden sich im Mittelpunkte so dass 
die dnrch je swei nachbarliche derartige Strahlen gelegten 
Ebenen 4 kantige 4 winklige Ecken bilden, an denen jede 
Kante 120^ missi 

19) Ist der auf die Ebene, die durch a, bj d gelegt 
wurde, senkrechte Strahl ein 5gliedriger, so muss er von 5 
solchen in Beziehung zu ihm ebenbildlichen 3gliedrigen Strah- 
len, wie ra, ch^ cd u. s. w., zunUchst umgeben sein und die 
Mittelpunktsecke, für welche jene 5 Strahlen als Kanten die- 
nen, ist eine 5 kantige 5 winklige Ecke, in welcher jede der 

5 Kanten = 120^ misst. Die Beschaflenheit der verschie- 
denen hauptaxenlosen Strahlensysteme hängt also vorzüglich 
ab von den Eigenschaften der 3 kantigen oder 4 kantigen oder 
5 kantigen Mittelpunktsecken, deren Kantenlinien Bgliedrige 
Strahlen sind nnd von denen man daher weiss, dass jede 
ihrer Kanten s= i X 360"" = 120'' ist. 

Es sei def eine 3 kantige Ecke mit Kanten von 120^. 
Man mache cd = ce = cf^ lege durch (/, e^f die Ebene dcf^ 
halbire ef in g und de in so bestimmt sich die Lage der 
Hfllfsebenen dcg nnd fch und. ausser den Linien cg^ ch^ dg^ 
hf die Linie eb so, dass ch lothrecht auf def ist n. s. w. 
Auch ergiebt sich nun die Ebene bce {= hcf= bcd). Ziehe 
hg^ dann von dem hierdurch bestimmten Punkte o aus die 
Linie oi lothrecht auf ce^ so ist hierdurch die Ebene hig 
so bestimmt, dass cc lothrecht auf hig ist und der Winkel 
hig = 120'', der Winkel hio = gio ^ 00^. Daher 

tolig: og = 1:2: V^j oder auch gbo = 60", also ob : bg : og 

= 1:2: VSj also bg = ig. Aber eg : bg = : l, 

eg = bg V^. Daher 

cg : ig == bg : bg V}j ig = egV} 

ie = Veg^ — ig* = V'Sig* — ig* = «^1^2, 
oder ie : ig = eg : cg = V2 : l ; und = 1 gesetzt ist 
eg = V2, ce = f J, bg = ig = V'| 
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cb = Vcg^ — bg^ = l/f = |l/3 

&o = fo = \y\ = y\ 

[99] Daraas fol«^: 

Tg. 6cj = = = }^2, « 54° 44'8" 

Tg. Äc/== |- = = 2V2, 70°31'44'' 

Tg. ircflr == = = V2, =r 54*> 44'8" 

m « 2Tg. 2^2 

Tg4Äc^= 2^ == 1, ^Ac^ = 45", Äc^ = 90<> 

lecg = ecf ^ 2R bcf =^ 109°28'ia". 

20) Die iVnzahl 3 kantiger 3 winkliger Mittelpunktsecken 
mit Kanten von 12(i" ist aber, sofern je 2 derselben nur 
eine ihrer Flächen gemeinschaftlich haben sollen, d. h. neben 
einander nicht ganz oder zum Theil in einander liegen soi- 
leD| s= 4. 

Es sei ahf eine solche Ecke. Legt man dareh ca 
die Ebene acd äm/ca || dca = 120", und ebenso durch 
ef die Ebene /od so, dass acf\\ de/ = 12(i" so iat anoh 
wegen des gemeinachaftlichen Winkels fca die Ecke afd"^ 
4tbf, folglich acd\\fcd= 120^. Wird nnn durch cb 
nnd cd eine Ebene gelegt, so ist die Ecke o, abd^Cf ahf^ 
weil die Kante ca der ersten ss der Kante ca der 2ten =s 
120^ (indem 360 2 X 120 = 120) vnd die bdden diese 
Kante eins^liessenden Winkel ach und acd der ersten gleich 
Bind den einschliessenden Winkeln aef nnd ach der andern. 
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Es ist dann auch jede der beiden Kanten cb und cd der 
Ecke Cj ahd^ 120^. Die drei Ebenen bcf^fcd and dch 
bilden aber nun eine Ecke hfdj in welcher jede der 3 EUm- 
ten = 360° — 2 X 120° = 120° so dass diese Ecke die 
4te Mittelpnnktsecke ist. 

21) Wenn daher keine Strahlen vorhanden sein sollen, 
die höher als 3gliedrig (d. h. die 4- oder 5gliedrig) sind, so 
muss die Anzahl ebeubildlicher 3gliedriger Strahlen = 4 sein. 
Die Sgliedrigen Strahlen müssen hier nämlich so liegen, dass 
die 3 kantigen Mittelpunktsecken entstehen; denn entständen 
die 4- oder die 5 kantigen, so wtlrden auch 4- oder 5gliedrige 
Strahlen vorhanden sein müssen. Es werden daher in diesem 
Falle 3gliedrige Strahlen von zweierlei Art vorhanden sein, 
nämlich ausser den 4 einen, die als Kanten der 4 Mittel- 
punktsecken betrachtet [100] werden, noch 4 andere, deren 
jeder als mittlerer Strahl innerhalb einer dieser Mittelpunkts- 
ecken anznseben ist (gleichwie in den beiden andern Fällen 
die 4gliedrigen oder 5gliedrigen Strahlen solche mittlere 
Strahlen in den 4 kantigen oder 5 kantigen Mittelpnnkts- 
ecken sind). 

Es ist einlenebtend, dass die vier 3gUedrigen Strahlen 
der einen Art nicht ebenbildlioh sein können mit denen der 

andern Art, während die 4 einer und derselben Art ange- 

hörigen unter sich ebenbildlich sind. Zwei ebenbildliclie nach- 
barliche 3gliedrige Strahlen, sowohl der einen als auch der 
andern Art, bilden mit einander einen Winkel von 109'*2S' IG". 
Je einer der einen Art bildet mit jedem der 3 ihm näch- 
sten der andern Art einen Winkel von 70" 31' 44", mit dem 
4teu aber einen solchen von 180", d. h. er ist dessen Ver- 
längerung. 

22) Da nun nm jeden Sgliedrigen Strahl 3 ebenbildliche 
2gliedrige Strahlen auf gleiche Weise gelagert sein müssen, 
aber jeder 2gliedrige Strahl zwischen zwei ebenbildliehen 
3gliedrigen Strahlen in der Ifitte liegt, also zn 2 solchen ge- 
hört, so müssen za den 4 ebenbildlichen 3 gliedrigen Strahlen 
4*3 

-r— oder (> ebenbildliche 2gUedrige Strahlen gehören. Der 

Winkel, den ein 2 gliedriger Strahl mit jedem der zwei nach- 
barlichen ebenbildlichen 3 gliedrigen Strahlen der ersten Art bil- 

. • . 109" 28' 10" ..„.w«,r 
det, zwischen denen er hegt, ist = r = 54° 44 8 . 
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Auch mit jedem der beiden nachbarlichen ebenbildlichen 3- 
gliedrigen Strahlen der 2ten Art, die ihm zunächst liegen, 
bildet er Winkel von 5 VM4'8" und liegt demnach auch zwi- 
schen diesen, den Winkel, den sie bilden, halbirend. 

23) Jeder 2gliedrige Strahl ist auf die £bene zweier 
andern eben soleben 2gUedrigen Strahlen senkrecht, die 6 
ebenbildlichen 2gliedrigen Strahlen machen also 3 ebenbild- 
lich gleiehendige 2gliedrige Axen ans, deren jede anf die 
beiden andern senkrecht ist. Alle flbrigen Axen, ausser den 
aafgezShlten Sgliedrigen der ersten nnd 2ten Art nnd den 
2gliedrigen, sind bloss Igliedrige Strahlen. 

24) Die wichtigsten Verhältnisse einer A kantigen \wink- ^j* 
li(je7i Ecke mit Kernten von 120° ermitteln sich, wenn man 
bei einer solchen Ecke chgh in den Kantenlinien de ^ 

db = dg nimmt, durcli c, g die Ebene cbgh und durch 
Ä, c?, h die [101] Ebene hdb und durch ^, c?, g die Ebene 
edg legt, wodurch die Linien dc^ eg und hb entstehen, 
deren erste wie leicht einzusehen, im Punkte c senkreclit 
anf den beiden andern anf einander senkrechten eg und hb 
ist Fällt man ea ans c senkrecht auf db and legt durch 
e, a, g die Ebene eag^ so ist der Winkel eag der Neigungs- 
winkel, weicher die Grösse der Kante db misät, also = 120°, 
nnd eac = 60°. Zieht man nnn cf iothrecht anf eb und 
dann d f nnd wieder fi parallel mit eg nnd verbindet d nnd 
t durch di^ so hat man fttr c/= 1: 

ef= hf= 1, «Är=2 

c6 = = f pljTT* = V2 

ac \ec^ Cotg. 60° : 1 = > f : 1 = l : 

aeiacss i : Cos. 60° = 2 : 1 

ac =. 2ac = 2V| 

ah = Vcb* — ac* = ^2"^ = V| = 2yJ 
ac : ab ss= de : cb 
l/f: 2Vf =rfc: 1/2 
1 : } 2 = </c : ] 2j dc= i 
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de = dh = }f% 

da = V3 — 2yi = V| — V4 = Vj. 

Tg. edc = = l^z= y2, cdfc = 54« 44' 8". 
* cd \ ' 

Tg. ec// = = edf= 35« 15' 52". 

SiD.i/e/i= ^' = tl^ = i, /c/» = 60«. 



edh 
=s ehd 

edh = IX 35° 15' 52" = 70«^ 31'44''. 

edg^lXb^^'W b" = 109« 28' 16". 

25) Sind die 3 gliedrigen Strahlen so vertheilt, dass 4 kan- 
tige 4 winklige Mittelpnnktsecken entstehen, so ist die Anzahl 
dieser £eken = 6. Es sei hihd eine solche Ecke mit 
Kanten Ton 120*^. Legt man dnrch den 3 gliedrigen Strahl 
cd die Ebene dcf, so dass sie gegen dch^ folglich anch 
ge^en dch um 120" [102] geneigt ist, so wird in ihr der 
Strahl cf so liegen müssen, dass der Winkel dcf = dch = 
dch. Legt man durch ihn die, Ebene feg und durch ch 
die Ebene heg so, dass /V<7 || = heg^hcd — 120« 
so ist die Ecke e.dfgh c^hdhi^ folglich der Winkel feg 
= heg = dch = frd, mithin eg der zu r/', cd, rh ge- 
hörige vierte Sgliedrige ebenbildliche Strahl. Wird nun durch 
ef die Ebene acf und durch eh die Ebene aeh so gelegt, 
dass aef\ dcf = ach || dch = 120«, so ist die Ecke c^ahdf 
~ c^hihd u. s. w., mithin der Winkel ach — hed = acf = 
drf^ folglich ca der zu c6, cc/, cf gehörige 4te ebenbild- 
liche Sgliedrige Strahl, welcher zu ch sowohl als zu cf nach- 
barlich ist. Es ist dann acb || ich = 120°. Wird durch 
ca die Ebene kca und durch ci die Ebene kci so gelegt, 
dass hca \\ hea = kci \\ bei = 120« ist, so ist die Ecke 
Cjabik S c, bdhi n. s. w., folglich der Winkel ^ek = ach 
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=xhci=iek und also ck der zu ea nnd et nachbarliche 
ebenbildliche 3gliedrige Strahl, welcher so ea, ch^ ci als 4ter 

Strahl gehört. Wird durch ck und cg eine Ebene gelegt, so 
wird die Ecke ofgk ^ c, db ih sein müssen, weil sio mit 
ihr übereinstimmt in Ansehung dreier Winkel und der 2 von 
diesen Winkeln eingeschlossenen Kanten. Es muss daher feg 
II kcg = ack || geh = 120" und der Winkel kcg = feg 
n. s. w. sein, so dass ck auch ein zu cg nachbarlicher eben- 
bildlicher 3gliedriger Strahl ist. Die nun noch übrigbleibende 
Ecke c^kghi hat 4 Kanten, deren jede = — 2 X 120" 
= 120^ ist und deren einander gleiche Winkel mit denen der 
5 bisher betrachteten Ecken fibereinstimmen ; es ist daher die 
6te solche Mittelpunktsecke. 

26) £s ergiebt sich daraus die Anzahl der ebenbildlichen 
4gliedrigen Strahlen sb 6, die der ebenbildlichen 3gliedrigen 
6X4 

Strahlen — - — s= S und die der ebeubildlichen 2gliedrigen 

Es sei fdc ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck 
— fdc von Fig. 278. Mau hilde das ans 8 solchen Dreiecken 
bestehende Quadrat ff'f'f"* Ferner sei die Verbindung 
der beiden Dreiecke der nnd dcg gleich der ebenso bezeich- 
neten von Fig. 278 nnd cd^ ed nnd ffd seien aber d hinaus 
so weit TcrlAngert, bis die Verlftngemng dem Verlingerten 
gleich nnd [1031 hierdurch die Fignr e'g'ge bestimmt ist, so 
wirdy wenn dn^^ec ist, anch das Dreieck dne \=\ ecd sein. 
Auch sei fdi gleich dem gleichseitigen Dreiecke fdi in ^ 
Fig. 278 nnd das Sechseck sei eine Verbindung von 6 solchen 
Dreiecken. Vergleicht man nun die Figuren 278 bis 282, 
nnd berücksichtigt man das unter 24) Gesagte, so ergeben 
sich folgende Sätze. 

Zwei nachbarliche 3gliedrige Strahlen bilden einen Winkel 
0= 70"31'44" {edb Fig. 278). 

Zwei nebennachbarliche 3gliedrige Strahlen bilden einen 
Winkel ß= 109*'28'16" {edg Fig. 278), so dass /^=18ü"— a. 
Zwei Sgliedrige Strahlen bilden eine ebenbildlich gleichendige 
Axe; die 8 derartigen Strahlen geben mithin 4 ebenbiidlich 
gleiebendige Sgliedrige Axen. 

Jeder 4gliedrige Strahl bildet mit jedem ihm nachbar- 
lichen ebenbildlichen Strahle einen Winkel = 2 X 45^:= UO'' 
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(2 *fdc Fig. 278, cdc' Fig. 280). Daher bilden die 6 4glie- 
drigen Strahlen 3 auf einander senkrechte ebenbildlich gleich- 
endige 4gliedrige Axen. 

Die Neigung des 4gliedrigen Strahles zu den nächsten 
Sgliedrigon ist = 54*M4'&" [edc Fig. 278 und 281) ; die Nei- 
gung desselben zu den entfernteren 

= 54°44'8"+ 70<'31'44'' 
= 125<*15'52'' 

= 180° — 54*>44'8'' {cde' Fig. 281). 

Jeder 2gliedrige Strahl macht mit jedem der beiden ihm 
nächsten Sgliedrigen Strahlen Winkel von 35" 15' 52" {Jdt 
und fdh Fig. 278), mit den 4 weiter entlegenen aber solche 
von 90° (fdg und fdh Fig. 278), mit den 2 entferntesten 
solche von 180° — 35°i5'52" = 144"44'8" [ndg Fig. 281). 
Mit den beiden ihm nftcbsten 4gliedrigen Strahlen bildet er 
Winkel von 45° \Jde Flg. 278); auf die bdden weiter ent- 
fernten ist er senkreebt {cdn nnd c'dn Fig. 281). Mit den 
beiden am weitesten entfernten 4gliedrigen Strahlen maeht er 
Winkel von 135° \, fd<r' nnd fdc* Fig. 280). 

Jeder 2gliedrige Strahl bildet mit jedem der 4 ihm 
nacbbarlieben ebenbüdliehen Strahlen Winkel von 60° [fdi 
Fig. 278 und 282). Auf die beiden entfernteren ist er senk- 
recht fdf und fdf"* Fig. 280). Mit jedem der 4 noch weiter 
entfernten macht er einen Winkel = 120" [idn Fig. 282). 
Der 12te fällt in die Verlängerung von ihm tiber den Mittel- 
punkt hinaus, so dass also die 12 ebenbildlichen 2gliedrigen 
Strahlen 6 ebenbildlich gleichendige 2gliedrige Axen bilden 
[fdf Fig. 280 und 282). 

[104] 27) Die wichtigsten Verhältnisse einer 5 kantigen 
5 winkligen Ecke ö, dhchm mit Kanten von 120" ergeben 
sich, wenn man drei einander zunächst liegende Kantenlinien 
od^ oh^ 0 0 derselben gleich lang macht und durch die so ent- 
stehenden 3 Endpunkte dieser Linien eine ßbene dbehm 
legt. Sie ist eine regelmässig 5seitig begrenzte Ebene und 
durch sie werden alle 5 Kantenlinien der fraglichen Ecke in 
gleicher Länge abgesebnitten, so dass om= oh^od=ob = oe 
ist. Eine von o aus auf diese Ebene senkrecht gefftUte Linie 
trifft den Mittelpunkt c derselben. Die Linien ee^ ebf ed 
u. s. w. sind daher senkreebt auf oc. 

Es sei hehmd dieses regelmässige Fllnfeek, in welebem 
die Diagonalen de^ em, mb^ bh^ hd und die Perpendikel 
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dl, hk, el, hg und 7nf gezogen sind; o, cdbe sei der Theil, fö- 
in welchem die Linien cd, cg, cb^ cf^ ee^ de jenen gleich- 
namigen entsprechen. Man ziehe en senkrecht auf ob und 
verbinde d und n durch dn, so ist der Winkel end der 
Neigungswinkel eob \\ dob = 120°; der Punkt a, in welehem 
de und cb sieh sehneiden, werde dnreh an mit n verbanden, 
80 ist and= ane = ^dne = 60®. Zieht man off nnd of 
und gf, so Wird fff mit gf von Pig. 284 tibereinstimmen. 
Man hat dann, wenn ca = 1 ist, 

ca = 1 lä- 
aft = V5 Fig. 

_ 285. 

cb = cd = + 1 ij'jg 
= :== KV5 (Vö + 2) 

ed = 2Vyt{yb + 2) 

5/.= 1/^V5(V5 + 1) 

an= V^yb{Vl ^ 2) 

= 2 1/^1/5(V5 +1) 

= KfV5(K5~"l) 
oc = V5 + 2 

o/= i (V5 + 1) yy 5 (} 5 + 2) 

^ 2Vy5(V5 + 2) 

[105] Setzt man oc= 1, so hat man 
oc = \ 

1/ y5 + 2 
1/ y5 + 1 

Oatwald'a KlMsiker. 88. g 
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= l(/5 — l) VK5(V5-2) 

Äe=:^(V5 — l) yK5(V5— 2) 

1/ V5 4-2 

a^^ = ae Vj^VjV^b — 2) 

= 2 V^V5(V5 — 2) 
}/5 = 2,23600753 



Tg. fto<? = 


hc 
oc 


= 3 — K5, 




boc = 


37"22'3&", 


ü2 


Tg. co/ = 


oi 






cof^ 


31®43' 2", 


91 


Tg. 2cof = 


2, 






^cof = 


63®26' 5", 


82 


Tg. Z^ci/ = 


kf 
of 






hof = 


20" 54' 18", 


56 


Sin. 2öof = 


2 

3 } 






hoe = 


41"48'37", 


13 


Sin. ^c/oe = 


ac 
bo 




{ 


\doe = 
doe = 


35" 15' 51", 
70®31'43'', 


77 
55 


Sin. yo/ = 






k9^f = 


IS® 












9of = 


36" 






hme s= 




360^ 
10 


36" 








mhe ^ 2 X 














c?Ä« = 3 X 36" 




108" 














144® 










cie = 3 X 18® 




54". 
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[106] Daher erhält man iu dem Falle, iu welchem die 
iigliedrigen Strahlen so vertheilt sind, dass 5 kantige 5 wink- 
lige Mittelpunktseckcn mit Kanten von 120" entstehen , fol- 
gende Sätze. Es sind vorhanden: 

i) 12 solche Mittelpnnktsecken; daher 
2] 12 ebenbildliche ogliedrige Strahlen; 

3) 20 ebenbildliche Sgliedrige Strahlen; 

4) 30 ebenbildliehe 2gliedrige Strahlen. 

5) Ausser den erwähnten Strahlen sind alle andern 1- 
gliedrige. 

6) Die 2-, 3- und ogliedrigen Axon sind cbenbildlicL 
gleichendig. 

Ks ist nämlich die Neigung eines aglicdri^eu Strahles 
zu jedem der 5 nachbarlichen, ihm ebenbildlichen Strahlen 
= 2'Cof= 63"26'5",S2, zu jedem der 5 folgenden = 
11 33' 54", 18, zu dem 12ten = 180*^. Die Neigung eines 
3gliedrigen Strahles zn den drei ihm nachbarlichen eben- 
bildUchen ist = l-hof ^ boe = 41*^ 48' 37", 13, 

zn den 6 nächstfolgenden = doe ^ TO'' 31' 43", 55, 

zu den 6 folgenden = 109''28' 16", 45, 

zn den 3 entfernteren = XZS^ 11' 22", 87, 

zu dem 208ten s 180^, 

zn jedem der 3 nächsten 5gliedrigen Strahlen 

= 5o^? = 37*'22'38", 52, 
zn jedem der 3 folgenden 5glledrigen Strahlen 

= hoe + boc = 79<* 1 1' 15", 65. 

Die Neigung eines 2gliedrigen Strahles zu den vier nachbar- 
lichen, ihm ebenbildlichen ist ^ ^oj = '^G", 
zu jedem der nächsten = üU^, 

zu den 4 folgenden =2'^o/*= 72°, 

zu den 4 folgenden — 90^, 

zu den 2 nächsten 3gliedrigen = ^o/ = 20° 54' 18", 5G, 
zu den 2 nächsten 5gliedrigen = cof= 31° 43' 2", 91. 

28) Ans der Eigenschaft der 2gliedrigen Strahlen, das 
doppelte Vorhandensein eines jeden andern Strahles so zu 
bedingen, dass in einer und derselben Ebene mit ihm je 2 
ebenbildliehe Strahlen liegen mlissen, die mit ihm gleiche 
Wiskel bilden, nnd aus der Eigenschaft des 1 gliedrigen Strah- 
les als eines solchen, nicht zu zwei Strahlen sich ebenbildlich 
zu verhalten, geht hervor, dass die Anzahl der ebenbildlichen 
1 gliedrigen Strahlen jeder Art in jedem Falle zweimal so 

8* 
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gross sein müsse, als die [107] der 2 {^liedrigen Strabien; sie 
ist daher, wenn die höchstrielgUedhgeii Strahlen 

1) Sgliedrig sind, = 2X 6 = 12, 

2) 4gliedrig sind, = 2 X 12 = 24, 
• 3) Sgliedrig sind, « 2 X 30 = 60. 

20) In hauptaxenlosen Strahlensystenit ii sind die 5irlie- 
drigen, 4gliedrigen und die 2gliedrigen Axen stets ebenbild- 
lich gleichendig, die 3gliedrigen «her nor dann, wenn sie 
nicht die höchstvielgliedrigen Axen sind. 

30) Sind aber die Sgliedrigen Axen die höchstvielgUedri- 
gen, so sind sie nicht ebenhildlicli gleichendig, nnd es sind 
hier 2 Fälle möglich, entweder a] sind sie gcgenbikUich^ nicht 
ebenbildiieh gleichendigj oder b) unglekhendig. 

31) Ein Sgliedriger Strahl kuin aber entweder 2&o]i 
oder Ifach Sgliedrig sein, d. h. ein solcher Strahl kann dem 
ihm im Gegenbilde des gegebenen Strahlensystems entsprechen- 
den Stnüile ebenbildlich sein oder nicht Ebenbildiieh gleich- 
endige Sgliedrige Axen mttssen daher entweder ebenbildlich 
gegenbildlieh gleichendig sein oder bloss ebenbildlich gleich- 
endig. 

32) Wenn die 3gliedrigen Axen in hauptaxenlosen Ge- 
stalten gleichendig sind, so können sie nicht ghichstelUf/ 2- 
r/tdig seilt. Bei den bloss ebenbildiieh gleicbeiidigen 1 fach 
ligliedri^en Axen ist dieses an sich klar. Bei den bloss 
gegenbildiicli gleiclicndigen Ifach ogliedrigen und den gleich- 
endigen 2 fach l^gliedrigen folgt es daraus, dass jeder 3glie- 
drige Strahl ihm nachbarliche Sgliedrige Strahlen hat, deren 
Verlängeruugen über den Mittelpunkt hinaus sich zu seinem 
solchen Verlängerungsstrahle als die zu diesem gehörigen 
nachbarlichen einander ebenbildlichen Strahlen verhalten, so 
dass also FlOgeHlächen jener mittleren iigliedrigen Axe vor- 
handen sind, in welchen jede dieser Axe parallele Linie eine 
ungleichendige ist. Die (ebenbildlich oder nicht ebenbildlich) 
gegenbildiicli gleichendigen 3 gliedrigen Axen in hauptaxenlosen 
Gestalten- oder Strahiensystemen können daher bloss geren- 
stellig gleichendig sein. 

33) Die sämmtlichen möglichen FllUe sind daher folgende. 
Es sind yorhanden entweder 

1] 4 nngleichendige Ifaeh Sgliedrige Axen, oder 

2) 4 nngleichendige 2ikch Sgliedrige Axen^ oder 

3) 4 gerenstellig gleiehendige Ifach 3gliedrige, oder 
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4) 1 ebenbildlich gleichendige Ifach 3gliedr!ge, oder 

[108] 5) 4 gerenstellig gleichendige 2 fach 3gliedrige, oder 

6) 10 ebenbildlich gleichendige I fach 3gliedrige, oder 

7) 10 gerenstellig gleicliendigo 2 fach 3gliedrige Axeu. 

Man kann daher die sämmtlichen hauptaxenlosen Strahlen- 
Systeme auf folgende Weise abtheilen and benennen: 

A. HanptazenloBeBtraMeDayBteme mit 4 BgliedrigenAxen: 

Aaxtge StrahhntffHmne. 

Diese zerfallen in 

1) solche, bei welchen die 8 vorhandenen 3gliedrigen 
Strahlen ebenbildlich sind: 

% strahlige Systeinc (im weiteren Sinne). 
Diese Strahlen sind a) 2 fach 3gliedrig: 

2 fach \S (jliedi^ %8tr ahlig es System^ regelmässiges 

Sstrtthliges System; abgekttnt: Sstrahliff es System 

(im engeren Sinne); 
b) Ifaeh Sgfiedr^^: 

1 fach 3 gUedrig B strahliges System^ unregelmässir 

ges BsttiMiges System, 

2i Die 8 3gliedrigen Strahlen zerfallen in 2 Abtlicilungen, 
(leren jeder 4 ebenbildliche 3gliedrige Strahlen augehüren, die 
den 4 andern nicht ebenbildlich sind: 

iairahligcs System (im weiteren Sinne). 

a) Die 1 einen sind den 4 andern gleichwerihig, aber 
nicht ebenbildlich, sondern gegenbildlich: 

\ fach ?>gliedrig 2 X ^ strahliges System\ abge- 
kürzt: 2 X ^ strahliges System.. 

b) Die 4 einen sind den 4 andern nicht gleiohwerthig; 

1 X ^strMiges System, 

aa) Diese Strahlen dnd 2 fach 3gliedrig: 

2 fach Zgliedrig ^ strahliges System ^ anch 
schlechthin istrahUges System (im engeren Sinne). 

bb) Diese Strahlen sind Ifach Sgliedrig: 

ifach 2gliedrig A strahliges System, 
unregelmässiges \ strahliges System, 

B. Hauptaxenlose Strahlensysteme mit 10 3gliedrigenAxen: 

1 0 axiges Strahlensys tem^ 

20 strahlige Systeme (im weiteren Sinne). 

1) Die 20 3gliedr]gen Strahlen sind 2tlBch Sgliedrig: 
2fach dgliedrtg 20strahliges System, 
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|109] rc(j('h/iassujrs 2{) strahliges System oder 
schlechthin strahliges System [im engeren 
Sinne). 

2) Die 20 Strahlen sind 1 fach :^gliodrig: 

\fach 'dgliedrig 20 sfrahligcs Sysfnn^ 
unregelmässiges 2^ strahliges Systettu 

0. Hanptaxenlosds Strahlensystem mit unendlich vielen 
nnendlich vielgliedrigen Axen: costrahligea System^ Kngel. 

34) Die Flügelflächen eines 2 fach 3gliedrigen Strahles, 
welche durch die ihm cbenbildlichcn nachbarlichen Strahlen 
gehen, sind doppelte Flügelflächen desselben. Daher sind 
auch jene Flügelflächen von ihm, die diesen über den frag- 
lichen Strahl hinaus gerade entgegengesetzt sind, d. h. welche 
die 120" betragende Neigung zweier solcher glcicbwerthigen 
doppelten Flügelflächen halbireu, ebenfalls doppelte Flügel- 
flächen. 

iif)) Sind die 3gliedrigon Strahlen 2 fach 3gliedrig, so 
sind auch die vorhandenen 2- und 4- oder 5gliedrigen Strah- 
len 2 fach /?gliedrige Strahlen. Denn die doppelten Flügel- 
flächen der 3gliedrigen Strahlen sind auch doppelte Flügel- 
flächen für die in diesen Flügelflächen liegenden 2gliedrigen 
Strahlen sowohl, als auch für die 4- oder 5gliedrigen. 

36) Sind 2 fach 3gliedrige nngleichendige Axen vorhan- 
den, so müssen die dazu gehörigen 2 fach 2gliedrigen Axen 
gerenstellig gleichendig sein. Als 2 fach /^gliedrige Axen 
können sie bloss gleichstellig oder gerenstellig 2 endig sein. 
Wären sie gleichstellig 2 endig, so müsste jede einer solchen 
Axe parallele Linie eine gleiehendige sein. Du nun aber der 
2gliedrige Strahl in der Ebene 2 er ebenbildlichen 3gliedrigen 
Strahlen liegt, den Winkel, den sie bilden, halbirend, und da 
die Verlängerungen der 3gliedrigen Strjililen nicht den ver- 
längerten gleichwerthig sind, so ist einleuchtend, dass dem- 
nach die 2 fach 2gliedrip:e Axe in diesem Falle Flügelflächen 
habe, in denen jede dieser Axe parallel liegende Linie eine 
uugleichendige ist. Da nun die 2 fach 2gliedrige Axe sonach 
nicht gleichstellig 2 endig sein kann, so muss sie gerenstellig 
2 endig sein. 

37) Wenn in einem hanptaxenlosen Strahiensysteme Ifach 
Sgliedrige gerenstellig gleichendige Axen vorhanden sind, so 
sind die yorhandenen 2gliedrigen Axen gleichstellig 2 endig 
2 fach 2gliedrig. Dass sie 2 fach 2gliedrig sind, ergiebt sich 
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daraus, dass, wenn bei Yergleichnng des fraglichen Strahlen- 

systems mit dem Gegenbilde desselben die einen 4 ebenbild- 
licben Sgliedrigen [1101 Strahlen zusammenfallen mit den 
Gegenbildern der 1 andern 3gliedrigen Strahlen (die zu den 
1 ersten sich, wie bckuunt ist, gegenbildlich verhalten), die 
Gegenbilder der 2gliedrigen Strahlen mit den 2gliedrigen 
Strahlen selbst zusammeiit'allen mtissen, weil in dem gegebenen 
Struhlensysteme keine andern 2gliedrigen Strahlen mehr vor- 
handen sind, ausser den ('>, welche einander ebenbildlich sind. 
Dass dann jene Flügelilächen eines solchen 2 fach 2gliedrigen 
Strahles, welche durch die nachbarlichen 2gliedrigen Strahlen 
gehen, aus demselben Grunde auch mit Qegenbildern der- 
artiger Flügeliläelieii sutammenfallen, also doppelte Flflgel* 
flächen sein mtlssen, ist ans demselben Grunde ebenfalls ein- 
leuchtend. Weil nun die drei 2 gliedrigen Axen auf einander 
senkreeht sein müssen, indem ihre Anzahl nicht grösser ala 
3 ist I 80 felgt, dass in jeder doppelten Flttgelflftehe einer 
solehen Axe ein 2faeh 2gliedriger Stralil so liegt, daes er 
senkreeht aaf die firagliehe Axe ist, und daher mnss diese 
eine gleichstellig 2 endige sein. 

38) Auf dieselbe Weise wird dargethan, dass, wenn 3 anf 
einander senkrechte 2 fach 4gliedrige Axen vorhanden sind, 
diese gleiclisteUig 2 endig sein mOssen. Man kann nämlich 
sowohl die anf eine 2faeh 4gliedrige Axe senkrechten 2 fach 
4 gliedrigen Strahlen, als anch die den Winkel zwisehen zwei 
nachbarlichen ebenbildlichen 4 gliedrigen Strahlen halbirenden, 
in der auf die fragliche 2 fach Igliedrige Axe senkrechten 
Ebene liegenden 2 fach 2 gliedrigen Strahlen als in doppelten 
Flüo^eltlächen Jener Axe liegende 2 fach 2gliedrige, auf sie 
senkrechte, Strahlen betrachten. 

39) Ebenso, wie es von den 2 fach ^gliedrigen glcich- 
endigen Axen bewiesen wurde, dass sie gerenstellig gleicheiidig 
sein mussten, wird auch von den 2 fach 5 gliedrigen Axen (die 
stets gleichendige sind dargetlian, dass sie nur gerenstellig 
gleichendig sein können. Die in den doppelten Flügelilächen 
der 2 fach gliedrigen Strahlen liegenden 1 gliedrigen Strahlen 
sind 2fach Igliedrige, mithin sind die einer und derselben 
Art angehörigen einander ebenbildlich gegenbildlich. 

Die Ansahl 2 fach Igliedriger Strahlen einer Art ist: 

2X3X8 

im 2 fach 3gliedrig 8 strahligen Systeme = — — 
= 24; 
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2 3 ^ ^ 

im 2faeh 3gliddrig 4strahlig6ii Systeme == — ^"tti — 
= 12; 

[III] im Ifach 3gUediig 2 X 4Btr«hligea Systeme 
1X3X2X4 _ 

2X1 ' 

2 X 3 X 20 

im 2 fach 3gliedrig 20 strahligen Systeme == — iVTTi — 
= 60. 

In den Systemen mit 2 fach 3 o:liediigen Strahlen lassen 
sich die 2 fach Igliedrigen Strahlen in 3 Abtheiinngen bringen: 

a) solche zwischen einem höchstviolgliedrigen (2 fach 5-, 
4- oder Sgliedrigen) und einem 2 fach 3gliedrigen; 

b) solche cwiseben einem hdcbstnelgliedrigen Strahle und 
einem 2 fach 2gliedrigen; 

o) solche zwischen einem 2 fach Sgliedrigen nnd einem 
2 fach 2gliedrigen*). 

In deni 2X4 strahligen Systeme sind solche Abtheilnngen 
der 2 fach Igliedrigen Strahlen nicht vorhanden; die 2 fach 
Igliedrigen Strahlen liegen hier zwischen zwei 2 fach 2glie- 
drigen. 

Bei dem 2 fach 3 gliedrisr 20 strahligen sowohl, als auch 
Sstrahügcn, so wie auch bei dem 1 fach 3gli !drig 2X4 strah- 
liuon Systeme sind die vorhaiulenen 2 fach Igliedrigen Axen 
gert'ustellig gleichendig 2facli l*;liedrig, wie dieses die Be- 
schaffenheit derjenigen höheren 2 fach /igliedrigen Axen mit 
sich bringt, in Beziehung zn welchen sie als 2 fach Igliedrige 
Strebeaxen auftreten, wenn jene vertical stehend gedacht wer- 
den. Bei dem 2 fach Sgliedrig 4 strahligen Systeme aber sind 
die 2 fach Igliedrigen Axen, welche nicht auf eine der drei 
2 fach 2gliedrigen Axen senkrecht sind, stets ungleichendig; 
die sechs gleichwerthigen, anf 2 fach 2gliedrige Axen senk- 
rechten, 2 fach 1 gliedrigen Axen aber sind gleichstellig 2 endige 
2 fach Igliedrige. Eine solche 2 fach Igliedrige gleichsteUig 



*) Dass hier in dem Falle, bei welchem ungloichendigo 2 fach 
3gliedrige Axen vorkommen, die 2 fach 3 gliedrigen Strahlen der 
einen Art als hüchstvielgliedrige betrachtet werden, während die 
der andern Art so angesehen werden, als seien sie die gewöhn- 
lichen 2 fach Sgliedrigen Strahlen hanptazenloser Strahlensysteme, 
wird ohne weitere AuBeinanderseUEnng einlenchten. 
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2eiidige Aze aber liegt to, daes der Winkel, weleliea swei 
einander znnäolist liegende ungleiehwerttige 2faeli dgliedrige 
Strahlen bilden, durch sie halbirt wird. 

Da in dem 2 fach Sgliedrig 20 8tiahligen, so wie in 
dem 2 fach 3gliedrig 8 strahligen uud in dem 1 fach Bgliediig 
2 X 4 strahligen [112] Systeme die 3gliedrigen Axen geren- 
stellig 2 endige sind, so folgt, dass, wenn man eine derselben 
senki-echt stellt, jede 1 gliedrige Axe gleichwie bei hauptaxigen 
gerenstellig 2 endigen 3gliedrigen Gestalten eine gerenstellig 
2 endige Ifach 1 gliedrige sein mtisse. Da bei dem 2 fach 
3gliedrig -Istrahlicren Systeme die 2gliedrigen Axen geren- 
stellig 2 endige sind, so miiss, weil bei hauptaxigen gerenstellig 
2 endigen 2 fach 2gliedrigen Gestalten jede auf die Uauptaxe 
senkrechte 1 fach 1 gliedrige Queraxe eine ebenbildlich 2 endige 
ist, auch hier jede auf eine 2 gliedrige Axe senkrechte i fach 

1 gliedrige Axe eine ebenbildlich 2 endige 1 fach 1 gliedrige 
aein. Jede andere 1 fach l gliedrige Axe ist aber hier eine 
nngleichendige, weil der Fall, gemäss welchem dort Axen, 
welche in einerlei Ebene mit der Hanptaxe nnd einer 2gUe- 
drigen Qneraze fielen, gleiehendige waren, hier dieselben eben- 
bildlieh 2 endigen Ifach Igliedrigen Axen, welche eben er- 
wftbnt wurden, betireffen würde. — 

Für die Ifach Sgliedrig 20-, 8- nnd 4Btrahligen Systeme 
gilt, weil in ihnen ebenbildlich 2 endige Ifach 2 gliedrige Axen 
▼orkommen, der Satz: jede Ifach 1 gliedrige Axe, die anf dner 
aolehen Ifach 2gliedrigen senkrecht ist, müsse eine ebenbild- 
lich 2 endige sein. Dasselbe gilt von den auf ebenbildlich 
2endige Ifach 4 gliedrige Axen senkrechten Ifach Igliedrigen 
Axen im Ifach 3 gliedrig 8 strahligen Systeme. Alle übrigen 
ifach igliedrigen Axen sind aber ungleicheudig. 

, 2) Betraehtnng der einieln«i Systeme. 

T. Das Ifach \\(jl'(edri(j hstraltlige System ^ oder das 
^Hrahlige System im engern Sinne, hat 

11 3 auf einander senkrechte gleiohatellig 2 endige 2f<ich 
igliedrige Axen a\ 

2) 4 gerenstellig 2 endige 2 fach gliedrige Axen b\ jeder 

2 fach 3 gliedrige Strahl liegt in der Mitte zwischen 3 nach- 
barlichen 2 fach 4gliedrigen; 

3) 6 gleichstellig 2 endige Ifach 2 gliedrige Axen c\ 
jeder 2 fach 2 gliedrige Strahl liegt in der Mitte sowohl 
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zwischen 2 nachbarlichen 2 fach 4gliediigeii, als auch zwischen 
2 nachbarlichen 2 fach Sgliedrigen Sirahlen; 

1) I fach \ (jVicdrhjc gerenstellig 2 endige die An- 

zahl 2 fach 1 gliedrigcr Axcn einer Art ist stets = 12. Die 
2 fach Iglicdrigen Axen unterscheiden sich in: 

a) \- und 'Istätidigr oder kürzer \ .^fHz/f/if/f] joder Strahl 
einer solchen 2 fach I gliodrigen Axe liegt in der Ebene zwi- 
schen ^113] einem 2 fach 4 ,irliedrigen und einem zu diesem 
nachbarlichen 2 fach 2gliedrigen Stralile. Ks sind so viele 
Arten 4 ständiger 2 fach 1 gliedrigcr Axen möglieh , als der 
Winkel von 45 Grad, den der 2 fach 4gliedrige mit dem ihm 
nachbarlichen 2 fach 2gliedrigen Strahle bildet, Strahlen zn 
fassen vermag; 

ß) 3- twd Ibtändige oder kürzer Zständtge; jeder Strahl 
einer solchen Axe liegt in der Ebene zwischen einem 2 fach 
3gliedrigen nnd einem zu diesem nachbarlichen 2 fach 2gUe- 
drigen Strahle. Die Menge yon Arten solcher Axen ist gleich 
der Menge von Strahlen, die ein Winkel von 35° 15' 52" 
(Neigung yon h gegen c) fasst; 

y) 4- nnd Zatändigc 2 fach 1 gKedrige Axen; jeder 4- 
und 3 ständige 2 fach Igliedrige Strahl liegt in der Ebene 
zwischen einem 2 fach 4gliedrigen nnd einem zn diesem nach- 
barlichen 2 fach 3gliedrigen Strahle. Die Menge der Arten 
solcher Axen ist gleich der Menge von Strahlen, die ein Winkel 
von 54" 44' 8" Neijiung von a gegen b] zu fassen vermag; 

5) gerenstcllig 2 endige \ J'arIi I gliedrigr Axoi^ von jeder 
Art 2 1. Die Menge der Arten 1 fach 1 irliedriger Axen ist 
gleich der Monge von lötrahleu, die eine Ecke fasst, in wel* 

360" 

eher die Kanten folgende Werthe haben: ^ ^ ^ = 90° die 

eine, - — 8= 60" die andere, r— — = 45" die dritte; oder 
' 2X3 ' 2X4 ' • 

bei welcher die ebenen Winkel der erste 54° 44' 8", Tier zweite 
45", der dritte :i5" 15' 52" betra-en. Da diese 1 fach 1 gliedri- 
gen Axen gerenstcllig 2 endig sind, so verhalten sich die bei- 
den, in einer solchen liegenden, Strahlen gegenbildlich| nicht 
ebenbildlich. 

Jeder der 8 ebenbildlich gegenbildlichen 2 fach Hgliedri- 
gcn Strahlen ist umgeben von 2 X <^ oder 6 Ifach 1 gliedrigen 
Strahlen jeder Art, so dass diese 6 Strahlen auf gleiche Weise 
nachbarlich zu ihm sich yerhalten; die 3 einen ebenbild- 
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liehen*) verhalten fll4] sich zn den 3 andern unter sich 
ebenbildlichen als gegonbildlich gleich werth ig. 
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II. Das \/ac/t WgUcdrIg hsfraltlujr Sy.sfem hat: 

1) 3 ebenbildlich 2 endige Ifach 4gUedrige 

2) 4 - 2-1-3- 
7) 6 - 2 - 1 - 2 - 

Axen, welche hinsichtlich auf Lage sich ebenso verhalten, wie 
die 2 fach 1-, 3- und 2 gliedrigen Axen des bstrahligeu Systems; 

4) Ifaoh igiiedrige Axen; 

a) ebenbildlioh 2 endige , von jeder Art 12, 

aa) 4 ständige, 
ßi-i) 3 ständige, 
yy) 4- und 3 ständige, 

hinsichtlich auf Lage, Zahl und Menge der Arten mit den 
ähnlich benannten 2 fach 1 gliedrigen Axen der Sstrahiigen 
Systeme flbereinstimmend; 

ß) nngleichendige; yon jeder Art 24, hinsichtlich anf 
Lage und Menge der Arten mit den Ifach 1 gliedrigen Axen 
des Sstrahligen Systems flbereinstimmend. 



*) Durch Umdrehung des Stralilensystems um jenen a glie- 
drigen Strahl, als die Umdrehuiigsaxe, mit einander vertausch- 
baren. 
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Jeder der 8 ebenbildlichen 1 fach 3gliedrigen Strahlen ist 
umgeben von 3 cbonbildlichen 1 fach 1 gliedrigen Strahlen jeder 
Art, die sich zu ihm auf gleiche Weise nachbarlich verhalten 
und durch Umdrehung des Strahlensystems um ihn mit ein- 
ander vertauscht werden können. 

116] III. DsiS 2 fach Zgliedrig \ strahlige System Q^<^ 
das A strahlige System (im engern Sinne) hat: 

1) 3 auf einander senkrechte gerenstellig 2 endige tfach 
2gliedrige Axcn\ 

2] 4 ungleichendige 2 fach 3gliedrige Axen; jeder 2 fach 
BgUedrige Strahl der einen Art liegt in der Mitte zwischen 
3 solohen der andern Art, während Jeder 2fach 3gUedrige 
Strahl in der Ifitte zwischen 3 zn einander nachbarlioheB 
2 fach 2 gliedrigen Strahlen liegt; 

3) 2 fach Igliedrige Axen^ 

a] 3- wiid ^Btändigcy d. h. solche, bei denen jeder Strahl 
in der Ebene zwisehen 2 nachbarlichen nngleichwerthigen 

2 fach 3 gliedrigen Strahlen liegt; 

aa) gleichstellig 2 endige 2 fach Igliedrige Axen. Ihre 
Anzahl ist 6. Jeder Strahl einer solchen Axe liegt in der 
Mitte zwischen 2 nachbarlichen ungleichwcrthigen 2 fach 

3 gliedrigen Strahlen und zugleich in der Mitte zwischen 2 
nachbarlichen 2 fach 2 gliedrigen; 

ßß) ungleichendige 3- und 3 ständige Axen. Die Anzahl 
solcher Axen einer Art ist = 12. Die Menge der Arten ht 
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gleich der Menge von Strahlen, die der Winkel von 35^ 15' 52" 
fasst, welcher die kleinste Neigung einer 2 fach :5gliedrigen 
fpgen eine gleichstellig 2 endige 2 fach Igliedrige Axe niisBt; 

ß) ^- und 2 ständige oder ktlrzer ^ständige ungleich" 
endige Axen. Jeder Strahl einer solchen Axe liegt in der 
Ebene zwisehen einem 2 fach 3gliedrigen und einem dazu 
uehbariiclien 2 fach 2gliedrigen Strahle. Je 12 dergleichen 
Äxen sind Yon einerlei Art; die Menge der Arten Ist gleioh 
der Menge von Btrablen, die ein Winkel von .54^ 44' 8", wel- 
dier die Neigung eines 2 fach 3g]iedrigen zn einem 2fteh 
2gliedrigen Stralüe misst, sn fnssen yermag; 

4| Ifaeh Igliedrige Axen, 

a) ebenbildlieh 2 endige. Jeder Strahl einer soleher Axe 
liegt in der Ebene swisohen einem 2f8eh 2gliedrigen und einem 
dazn nachbarlichen Strahle einer gleichstellig 2 endigen 2 fach 
Igliedrigen Axe, und die Menge der in dem von 2 solchen Strahlen 
"eingeschlossenen Winkel möglichen Strahlen bestimmt die Mrnge 
der Arten ebenbildlich gleichendiger Ifach Igliedriger Axeu. 

[116] Je 2X6 solcher Axen gehören zu einerlei Art; 
die 6 einen verhalten sich zu den 0 andern gegenbildlich. 

ß) ungleichendige, von jeder Art 2X12 oder 24. Die 
12 einen verhalten sich zu den 12 andern gegenbildiich. 

Jeder der 4 ebenbildlich gegenbildlichen 2 fach 3gHodritren 
Strahlen ist umgeben von 2 X oder 0 gleichwerthigen l fach 
Igliedrigen Strahlen, die auf gleiche Weise nachbarlich zu 
ihm sich verhalten. Die 3 einen unter sich ebenbildliohen 
Terhalten sieh g^nbiidlich zu den 3 andern. 

Die Menge der Arten Ifach Igliedriger ungleichendiger 
Axen ist gleicli der Menge von Strahlen, die eine Ecke fasst, 
an welcher die Kanten 90'', eo"" nnd 45«' sind. 

3 • 2 • 2 • 2 ) 

4 . 1 • 2 • 3 

6 . 2 • 2 • l > » 24. 
12 . 1 . -2 • 1 
24 . 1 . 1^^ i 

IV. Das ifaeh Zgliedrig istroMige System hat: 

1) d ebenbildlich 2 endige Ifach 2gliedrige Axen; 

2) 4nngleichendige Ifach 3gliedrige Axen; 

3) l fach 1 gliedrige Axen. 

Jeder der 4 ebenbildlichen Ifach 3gliedrigen Strahlen einer 
Art ist umgeben von 3 gleichwerthigeu ebeubildiichen Ifach 
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Igliedrigen Strahlen jeder Art, so dass also 12 ebenbildliche 

1 fach 1 gliedrige Strahlen jeder Art vorhanden sind. 

Die 1 fach 1 gliedrigen Axen zerfallen in : 

a) ebenbildlich 2 endige, je 0 von einerlei Art. Die 
Strahlen, aus denen eine solche Axe besteht, liegen in der 
Ebene zwischen 2 nachbarlichen 2 gliedrigen strahlen. Man 
unterscheidet 

c() die 3- imd ^6 sfandif/oi ^ von denen es nur eine Art 
giebt, bestehend aus Strahlen, deren jeder zwischen 2 nngleick- 
werthigen 3 gliedrigen Strahlen in der Mitte liegt; 

ß] die gewöhnlichen ebenbüdlich 2 endigen Ifach Iglie- 
drigen Axen; 

b) ungleichendige Ifaoh 1 gliedrige Axen, je 12 ?oii 
einerlei Art. Man hat 

a) 3- und 3 ständige 

ß) 3- nnd 2 ständige • angleichendige Ifach 1 gliedrige Axeo, 

y) gewöhnliche ) 
von denen die ersten aus 1 fach i gliedrigen Strahlen bestehen, 
[117] welche in der Ebene zwischen 2 ungleichwerthigen 
3 gliedrigen nachbarlichen Strahlen liegen, während die Strahlen, 
durch welche eine der 3- nnd 2 ständigen gebildet ist, b der 
Ebene zwischen einem 3 gliedrigen und einem nachbarliehen 

2 gliedrigen Strahle sich befinden und die gewöhnlichen in 
keiner solchen pjbene liegen. Die Menge der Arten gewöhn- 
licher nngleichendiger Ifach Iglicdriger Axen ist 2 mal so 
gross, als die Menge von Strahlen, die eine Ecke fasst, deren 
Kauten 90", ÖU'' und 15" sind. 

3 2 1.21 

4 1.1.3 
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V. Das \farh ?>gUe(lri(j 2 X ^strdhlige System oder 
das 2 X '^sfraldige System hat: 

1) 3 auf einander senkrechte gleichstellig 2 endige 2 fach 
2 gliedrige Axen; 

2) 4gerenstellig 2 endige Ifach 3 gliedrige Axen; 

3) gerenstellig 2 endige 2 fach i gliedrige Axen, von jeder 
Art 6. Sie liegen so, dass jeder ihrer Strahlen in der Ebene 
zwischen zwei nachbarlichen 2 fach 2 gliedrigen Sirahlen sich 
befindet. Man hat: 

a) 3- und 3 ständige, von denen es nur eine Art giebt 



KryBtallometrie. 



127 



Jeder Strahl einer solcheu Axc liegt zugleich iu der Ebene zwi- 
schen zwei nachbarlichen gegenbildlichen Mgliedrigen Strahlen; 

b) gewöhnliche. Die Menge der Arten ist gleich der 
doppelten Menge von Strahlen, die ein Winkel von 45" fusst; 

4) gerenstellig 2 endige l fach 1 gliedrige Axen, von jeder 
Art 12. Man unterscheidet: 



a) 3- nnd 3 ständige | 

b) 3- nnd 2 ständige > Ifach IgUedrige Ax6d. 

c) gewöhnliche | 

Von den erstem liegt jeder Strahl in der Ebene zwischen 2 
nachbarlichen gegenbildlichen Ifach 8 gliedrigen Strahlen, von 
den zweiten aber in einer solchen zwischen einem 3gliedrigen 
nnd einem 2gliedrigen, Ton den gewöhnlichen aber in keiner 
solchen Ebene. 

Die Lage der Terschiedenen Axen einer Art hängt ab von 
den bekannten Eigenschaften der Sgliedrigen nnd der 2glie* 
drigen Axen, gemäss welchen 

[118] 1) jeder Sgliedrige Strahl nmgeben ist von 3 ein- 
ander ebenbildliehen Ifach tgliedrigen Strahlen ^ die durch 
Umdrehung des Strahlensystems um ihn sich mit einander 
vertauschen lassen; 

2) unter gleicher Neigung gegen einen und denselben 
2gliedrigen Strahl, in einerlei Ebene mit ihm, ebeubildliche 
Strahlen liegen. 

Die Menge der Arten gewöhnlicher Ifach I gliediiger Axen 
ist doppelt so gross, als die Menjre von Strahlen, welche eine 
Ecke fasst, in welcher die Kauten liO", üO' und 45" sind. 



3 • 2 . 2 . 2 I 

6 • 2 ' 2 ' 1 I 
= 12 . 2 . 1 . l J 



= 24, Anzahl der 
gleichwerthigen l fach 
Igliedrigen Strahlen 
einer Art. 
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Zur Uebersiclit der sämmtlicben 3gliedrig 4axigen Systeme 
diene folgende Tabelle (S. 129), in welcher die einander ent- 
sprechenden Axen der verschiedenen Systeme neben einander 
gestellt sind. 

In dieser Tabelle bedeutet die Abkflrsang: 

glst. das Wort gteichstellig 

grst - - gerenstellig 

ebbdi. - - ebenbildUch 

gL - - gliedrig 

end. . - - endig 

ungl. - - nngleich 

f. - fach 

n. - und. 

[120] VI. Das 2 fach ?>gliedr{g lOstniJdige 6'ystem, oder 
das 'l^slrahlige System im engern Sinne, hat: 

1) 6 gerenstellig 2 endige 2fach 5gliedrige Axen. Jeder 
2 fach 5gliedrige Strahl steht in der Mitte zwischen 5 ihm 
nachbarlichen ebenbildlichen Strahlen und bildet mit je zwei 
derselben die Kantenlinien einer 3 kantigen MittelpanktseckOi 
deren Kanten durch den Mittelpnnktswinkel der regelmässigen 

360 ^ 

Sseitigen Figur gemessen werden, also = — — =72" sind; 

2) 10 gerenstellig 2 endige 2 fach Sgliedrige Axen. Jeder 
der 2 fach 3gliedrigen Strahlen liegt in der Mitte von 3 gegen- 
seitig nachbarlichen 2 fach 5gUedrigen, während umgekehrt 
jeder 2 fach 5gliedrige Strahl in der Mitte von 5 ihm nachbar- 
lichen 2 fach 3gliedrigen Strahlen liegt, welche als Kanten- 
linien einer 5 kantigen 5 winkligen Mittelpuuktsecke angesehen 

360 ^ 

werden kennen, an der jede Kante = —7— = 120^ ist; 

3) 15 gleichstellig 2 endige 2 fach 2gliedrige Axen. Jeder 
2 fach 2gliedrige Strahl halbirt sowohl a) den Winkel von 
63"26'5",82, den 2 nachbarliche 2fach 5gliedrige Strahlen 
bilden, als auch b) den, welchen 2 nachbarliche 2 fach Sglie- 
drige einschliessen, dessen Grösse s 41^48' 3 7", 13 ist; 

4) gerenstellig 2 endige 2 fach Igliedrige Axen, von jeder 
Art 30. Man hat: 

a) 5* nnd 2 ständige oder kttrzer 5 ständige. Jeder Strahl 
einer solchen Axe liegt zwischen einem 5 gliedrigen nnd einem 
zu diesem nachbarlichen, das heisst unter einem Winkel von 
3l^43'2';91 dagegen geneigten, 2 gliedrigen Strahle. Die 
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Menge der Arien 5 ständiger 2 fach igliedriger Axen ist gleich 
der Menge von Strahlen, die der eben erwähnte Winkel zu 
fassen vermag; 

b) 3- und 2 ständige oder kürzer 3 ständige. Jeder Strahl 
einer solchen Axe liegt zwischen einem Sgliedrigen und einem 
zu diesem nachbarlichen, d. h. unter einem Winkel von 
20°54' IS", 5() dagegen geneigten 2gliedrigen Strahle. Die 
Menge der Strahlen, die der angegebene Winkel fasst, ist 
gleich der möglichen Menge von Arten 3 ständiger 2 fach 
Igliedriger Axen; 

c) 5- und 3 ständige. Jeder Strahl einer 5- und 3stin- 
digen 2 fach Igliedrigen Axe liegt zwischen den Schenkeln 
des Winkels Ton 37*'22'38",52, den ein 5gliedriger mit einem 
ihm nachbarlichen 3gliedrigen Strahle bildet, nnd die Meoge 
der [121] Arten 5- nnd 3 ständiger 2 fach Igliedriger Axen 
ist gleich der Menge von Strahlen, die dieser Winkel zu fassen 
vermag; 

51 gerenstellig 2 endige Ifach Igliedrige Axen, von jeder 
Art üO. Die Menge von Arten ist gleich der Menge von 
Strahlen, welche eine Ecke za fassen vermag, in welcher die 

3ßQO ä60° ^60^ 

Grösse der Kanten -f — = 'J0° -f — = 60«, = 30", 

2X2 ' 2X3 ' 2X5 * 

der ebenen Winkel aber 

37« 22' 38 ", 52 
31^43' 2'V91 
20<» 54' 18", 56 

beträgt*). 




SS 120 (Menge der 1 fucli 1 gliedrigen 
strahlen einer Axt). 
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VIL Bei dem 1 fach 3 gliedrig 20 strahligen System hat man 
6 ebenbildU^ 2endige IhA 5gli^ige Axen, 
10 - 2-1-3 - 
15 - 2-1-2 - -, 
30 - 2-1-1- 
von jeder Art, und zwar 

a) 5- und 2 ständige, 

b) 3- und 2 ständige, 

c) 5- und 3 ständige, 

60 ungieichendige Ifach igliedrige Axen von jeder Art'*'). 



[122] YII. Ton den einfachen hanptaxenlosen 

Gestalten. 

Dem nnendlioh yielBtrahligen Systeme entsprieht bloss die 
einzige Gestalt, die wir Sugel nennen. 

In jedem der flbrigen hanptaxenlosen StraUensysteme 
sind aber 7 Hauptarten von Strahlen vorbanden; daher aneh 
in jedem hanptaxenlosen Gestaltensysteme 7 Hanptarten von 
Gestalten möglioh sein mflssen. Die der Auffassung zunächst 
liegenden einfachen Gestalten der Art sind jene, welche ent- 
stehen, wenn man in gleicher Entfernung vom Mittelpunkte des 
Strahlensystems senkrecht auf alle Strahlen einer bestimmten 
Art Ebenen legt und diese Ebenen nur so weit verlängert, 
bis sie sich schneiden und den Kaum rings umschliessen**]. 



t) 6 • 2 • 1 

1 




I . 2 ^ =.00. 

OB 

er 

**) Die Benennung der einseinen Arten von einfachen hanpt- 
axenlosen Gestalten wird am zweckmässigsten gegründet 

1) auf die Anzahl ihrer (wie sich von selbst versteht, jrleieh- 
werthigen) Flächen (6 flächner, 8 flächner, 4 flächner, 12tiächner, 
20 flächner), wenn die Flächen derselben regelmässige Vielecke sind; 

2) anf die Form der Fliehen in Verbindnng mit ihrer Anzahl 
(12-Batttenflächner, 30-BaatenflSchner, i2wandiger, 24 wandiger und 

9* 
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1) Die Sgliedrig 4ajLigeii Geitalten, 

A. Die h strahligen Gestalten [Octarcta)^ homosphäroe- 
drische Gestalten, homotessulare GestalteD. 

1) Der Würfel oder ^ßäclmer (ITexaedrujn^ Hexaeder^ 
Cuhus] hat 0 Flächen TP, die auf den 2 fach 4gliedrigen 
Strahlen senkrecht stehen und 2 fach 4gliedrige Flächen, nftm- 

6X4 

lieh Quadrate sind. Er hat — - — oder 12 j^] Kanten r, 

welche anf 2 fach 2giiedrigen Strahlen senkrecht stehen nnd 
2 fach 2gUedrig8 Kanten sind, in denen die Flftehenneignng 

= 90"" ist. Die [123] oder 8 Ecken o desselben 

sind 3 kantige 2 fach 3gliedrigc Ecken und ihre Scheitel sind 
die Endpunkte der 2 fach 8gliedrigeu Strahlen. Sie sind 3 fach 
rechtwinklige, mithin auch 3facli rechtkantige Ecken. Die 
wichtigsten Schnittebenen des Würfels (Hauptscbnitte) , d. h. 
jene, in denen wichtigere Axen dieses Körpers liegen, sind: 

a) die 2 fach 4gliedrigen oder quadratischen Hauptschnitte 
des Würfels. Jeder von den 3 solchen Schnitten ist senkrecht 
auf einer der '^ 7A\ einander senkrechten 2 fach 4gliedrigen 
Axen, liegt daher zwei parallelen Wtlrfelflächen parallel. Die 
beiden andern 2 fach 4gliedrigen Axen liegen in ihm den 
Seiten des Quadrates parallel, die beiden Diagonalen desselben 
sind 2 fach 2gliedrige Axen des Wtlrfels; 

b) die 2 fach 2gUedrigen Hauptschnitte. Sie sind recht- 
winklige Parallelogramme, deren eines Seitenpaar mit Wttrfel- 
kanten, das andere mit Wttrfelflftchendiagonalen snsammen- 

fftllt. Das Verhältniss der Seiten derselben ist also 1 : V%. 
Parallel den kttrseren Seiten liegt in jedem dieser Schnitte 

eine 2 fach 4gliedrige, parallel den längeren Seiten eine 2 fach 

60-wandiger Ljinzentiaclmer, 12 wandiger Sterzenflächner, 24 wan- 
diger, 18 wandiger und 120waudiger Dreicckflächner, 24 wandiger 
Viereckfliichnür, 12 wandiger, 24wanUigcr und 60 wandiger Fünfeck- 
fiftchner); 

3) auf das Verhundensein von mehreren zii einer Gruppe von 

Flächen, so dass dann die Benennung angiebt, wie viele Flächen 
zu einer Gruppe ireliören und wie viele solcher Gruppen vorhanden 
sind. Dieses betrifft die hauptaxenlosen Gestalten, welche von 
gleichschenkligen Dreiecken oder Keilflächen begrenzt sind (4x3- 
wandiger, e X 4 wandiger, 8 x 3wandiger, 12 x 5wandiger nnd 
20 X awandiger KeUflüchner). 
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2gliedrige Axe, und die beiden Diagonalen sind 2 fach 3glie- 
drige Azen. Die Wfirfelkante = 1 geeetst iBt also: 

die 2ffteh 4gliedrige Axe = 1 = 1 
- 2 - 2 - - = V2 = 2V J 
-2-3 - -=l/3=s 3y|. 

Senkrecht auf jedem 2 fach 2glicdrigeu llauptschnitte steht 
eine der sechs 2 fach 2 gliedrigen Axen, daher die Anzahl der 
Haaptschnitte dieser Art = 6 ist; 

o) die 2 fach 3gliedrigen Hanptschnitte. Sie sind regel- 
mässige Seehsecke ; auf jedem solchen Schnitte steht eine der 
4 Bokenaxen oder 2 fach 3 gliedrigen Axen des Wtlrfels senk- 
recht, daher die Zahl dieser Hanptschnitte a= 4 ist. In 
jedem liegen 3 der 2 fach 2 gliedrigen Axen als Diagonalen. 

2) Der Bßächner (octaedrum^ Oktaeder ^ regelmässiges 
oder gleichseitiges Oktaeder, Sflaoh). 8 Flftchen o, die 
anf den 2 fach 3 gliedrigen Strahlen senkrecht stehen, 2 fach 

8 ^ 3 

3gliedrige Fl&chen, nnd zwar 3seitige, sind. Seine — ^ — 

oder 12 Kanten r sind 1^1 2 fach 2gliedrige, auf den 2 fach 
2 gliedrigen Strahlen senkrecht stehende Kanten, von denen 
je 4 in ein^r der G I^' [124] 4 kantigen 2 fach 4 gliedrigen 
Ecken lü sich vereinigen, deren Scheitel die Endpunkte der 
2 fach 4 gliedrigen Strahlen sind. Die Neigung 2 er Flächen 
an einer Kante ergiebt sich aus der Neigung zweier nach- 
barlichen :i gliedrigen Strahlen als 109^28' 16". Die ebenen 
Winkel betragen 60". 

Die Hanptschnitte des 8ii&chners sind: 

a) die 2 fach 4 gliedrigen, welche Quadrate sind, deren 
Diagonalen 2 fach 4 gliedrigen Axen entsprechen, während die 
anf den Seiten senkrechten Durchmesser derselben 2 fach 2- 
gliedrige Axen sind. Ihre Seiten sind Kanten des Stiächners; 

b) Die 2 fach 2 gliedrigen, welche Ranten sind, deren 
längere Diagonalen 2 fach 4gliedrige nnd deren kürzere Dia- 
gonalen 2faeh 2gliedrige Axen sind. Jene sind einerlei mit 
Diagonalen, diese sind gleich den Seiten quadratischer Hanpt- 
schnitte, so dass das Verhältniss beider Diagon alen = 1/2:1 = 

1 : y \ ist. Die auf den Seiten der Raute senkrechten Durch- 
messer derselben sind 2 fach Sgliedrige Axen des Stiächners. 
Die 3gliedrige Axe verhält sich zu der 4 gliedrigen, wie die 
halbe 2gliedrjge zur Seite der Kaate. Es ist daher, wenn 



r 
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die 2faeh 4gliediige Axe = 1 ist, auch 
- 2 - 2 - - = Vi und 
. 2 . 3 . . «Vf; 

c) Die 2 fach 3gliedrigen Hauptschnitte, welche auch hier 
regelmässicre Sechsecke sind, in denen 3 der 2 fach 2gliedri- 
gen Axeu als Diagonalen liegen. 

3) Der Vlicaml ige J\ ante nfläcJmer oder der \'l-llauten- 
Jiächner [dodecaedrum rliombeum^ Rautendodekaeder, dode- 
caedre a plans rhombes. Hauten 12 tiach, Granatdodekae- 
der, Granatoeder, 1 kantiges Tetragonal-Dodekaeder u. s. w.) 
hat 12 Flächen die auf den 2 fach 2 gliedrigen Strahlen 
' senkrecht stehen und 2faoh 2gliedrige Flächen nnd zwar 4- 

4 X 12 

seitige d. h. Kauten sind. Die — ^ — oder 24 Kauten sind 



^1 2faeh Igliedrige gleiehseitig ungleichendige Kanten ^e 
anf jenen 2faeh l gliedrigen 4- nnd 3ständigen Strahlen, von 
welchen jeder in der Mitte swischen 2 na(äbarliehen 2 fach 
2 gliedrigen Strehlen liegt, senkrecht stehen, so dass sie des- 
halb 4- nnd 3 ständige Kanten genannt werden können. Die 
2X12 spitzen ebenen Winkel sind zu je vieren in einer der 
2X12 

— ^ — oder 6 |^| ^kantigen [196] 2fach 4gliedrigen Ecken w 

vereinigt, während die 2 X 12 stumpfen Winkel zu je dreien 
2X12 

in einer der — - — oder 8 \^\ Z kantigen 2 fach 3 gliedrigen 

JSeken o Terbnnden sind. 

Die Hanptsehnitte des 12-Bantenflächners sind: 

a) die 2 fach 4 gliedrigen. Sie sind Quadrate, deren Dia- 
gonalen 2 fach 4 gliedrigen Axen entsprechen. Die den Seiten 
parallelen Durchmesser sind 2 fach 2gliedrige Axen. Die Seiten 
dieser Hauptschnitte sind grössere Dlagoniden der Flächen des 
KSrpers. Das Yerhältniss der 2 fach 2 gliedrigen eu den 2 fach 

4gliedrigen Axen ist sonach, wie beim S flächner, = l :]^2; 

b) Die 2 fach 2 gliedrigen Hauptschnitte sind 2 fach 2glie- 
drige 4- und 2 seitige Figuren. Die 4 gleichen Seiten ent- 
sprechen Kanten des Körpers, die 2 andern, unter sich glei- 
chen, stimmen überein mit kürzeren Diagonalen der Flächen 
desselben. In ihnen liegen zwei 1 fach Hgliedriire Axen, eine 
2 fach 4gliedrige nnd eine 2 fach 2gliedrige. Jene kürzeren 
Diagonalen stehen senkrecht anf einer 2 fach 2 gliedrigen Axe 



I 
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und werden dadnreh begrenzt, dass 2 nachbarliche 2 fach 3- 
gliedrige Strahlen sie abschneiden, so dass also das Verhält- 
niSB der 2 fach Sgliedrigen znr 2 fach 2gliedrigen Axe hier 

eben so ist, wie beim Würfel, d. h. V 3 : I 2. Daraus geht 
hervor, dass, wenn die 2 fach 4gliedrige Axe = 1 ist, auch 

die 2 fach 2gliedrige = > 2 = und die 2 fach 3gliedrige 
== ^ y 3 = I Vj- sein muss; 

c) Die 2 fach 3gliedrigen Hanptschnitte sind regelmässige 
Sechsecke, in denen die 2 fach 2gliedrigen Axen als Durch- 
messer liegen, welche senkrecht auf die Seiten sind. 

4) Der 6 X ^watidige Keilßdchner ^ 6 X 4 flächner 
(Hexacistetracdrum isosceloidcian^ Pyramidcnwtirfel, Ilexa- 
kistetraeder, Tetrakishexaeder, Hexatetraeder, Würfel, der auf 
jeder seiner Flächen eine niedrige 4seitige Pyramide trägt, 
Würfel mit 4seitig trichterförmigen Vertiefungen auf seinen 
Flächen, hexaedrischea Trigonal-Ikositetraeder, hexaedrisch 
pyramidales Ikositessaraeder u. s. w.^ hat 24 Flächen r, Fig. 
die, falls die einfache Gestalt eine endlich begrenzte ist, worauf 

es iiier zunächst ankommt, auf 2 fach 1 gliedrigen \- und 2- 
ständigen Strahlen senkrecht stehen, mithin 2 fach I gliedrige 
Flächen und zwar 2- und Iseitige d. h. gleichschenklige 
Dreiecke oder Keilfiächen sind. Je 4 solche Flächen liegen 
also dem Ende eines 2 fach 4 gliedrigen Strahles zunächst. 
12 Kanten dieses Körpers sind 3- und 3 ständige |^] 2 fach 
2 gliedrige [126] Kanten r, die auf 2 fach 2 gliedrigen Strahlen 
senkrecht stehen. Die 24 übrigen Kanten l sind 4- und 3- 
stftndige |^ 2 fach 1 gliedrige gleichseitige nngleichendige 
Kanten. Ihr eines Ende trifft in eine der 6 |^| 4 kantigen 
2 fach 4 gliedrigen Ecken w der Gestalt, während ihr anderes 
in einer der 8 |s| 2 X 3 kantigen 2 fach 3 gliedrigen Ecken o 
liegt. Das Yerhftltniss der 3 gliedrigen zur 2 gliedrigen Axe 
ist wie im Würfel; die 4 gliedrige Axe aber ist ▼erftnderlich, 
nnd Ton dieser Veränderlichkeit hängt die verschiedene Be- 
schaffenheit der 6X4wandigen Keilflächner ab. 

5) Der S X ^ irandif/c KeiJJlür/ijicr oder S X 3 flächner 
(Ortacistriedrum isosreloideiim^ Triakisoktaeder, Pyramiden- 
oktaeder, oktaedrisches Trigonal-Ikositetraeder, oktaedriscli 
pyramidales Ikositessaraeder, Pyramiden SHach, Oktaeder, das 
auf jeder Fläche eine Sseitige Pyramide trägt'*'), u. s. w.) 

*) Auch solche Gestalten, welche statt der Pyramide eine 
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gj- hat 24 i^l Flächen die auf 2 fach 1 gliedrigen 3- und 2- 
' ständigen Strahlen senkrecht stehen und KeilÜächen oder 
gleichschenklige Dreiecke sind. Je 3 dieser Flächen liegeA 
dem Ende eines 2 fach 3 gliedrigen Strahles zunächst. 1 2 Kan- 
ten des Körpers sind 4- und 4 ständige |^| 2 fach 2gliedrige 
Kanten die 24 übrigen Kanten / sind 4- und 3 ständige 
|S| 2^h IgUedrig gieiehseitig nngleiehendige ; das dne Ende 
jeder eolehen Kante trifft in eine der 6 |s| 2 X 4kantigen 
2faeli 4gliedrigen Ecken das andere in eine der 8 {^| 3* 
kantigen 2 fach 3 gliedrigen Ecken o. Das Yerbftltniss der 

4 gliedrigen Axe snr 2gUedrigen ist wie im Sflflebner, aber 
die 3 gliedrigen Axen sind Terftnderlieb, nnd bierdnreb werden 
die mOgliohen Arten der 8x3fliebner bedingt. 

6) Der lAivayidige JMnzenß'dchner [Icositetraedrum d<H 
roidmm^ Leucitoeder , Leucitoide, Leucit. Trapezoeder, 

2 kautiges Tetragonal-Ikositetracder, trapezoidales Ikusitessarae- 
der) hat 2 4 Flächen 7, die auf 2 fach 1 gliedrige 4- und 

3 ständige Strahlen senkrecht und 1 an zen förmige Vierecke sind. 
Die 24 ^ 4- und 2ständigen 2 fach 1 gliedrigen Kanten r 
sowohl als die 24 {^| 3- und 2ständigen d sind 2 fach 1- 
gliedrig gleichseitig ungleichendige Kantra. In jeder der 6 

4 kantigen 2faeh 4 gliedrigen Ecken to treffen vier der 
4- und 2 ständigen [127] Kanten zusannnen. In jeder der 

5 ^ 3kantigen 2 fach Sglicdrigen Ecken o sind vereinigt 
drei der 3- nnd 2 ständigen Kanten. In jeder der 12 {^| 
2 X 2 kantigen 2 fach 2gUedrigen Ecken r sind Terbnnden- 
2 Kanten der einen nnd 2 Kanten der andern Art in den 
▼erschiedenen 24 wandigen Lanxenfliehnem ist das Verkältniss 
des 2 gliedrigen Strahls an dem 2faeh 1 gliedrigen Strahle, 
der Bwisehen sweien naehbariiehen 2 gliedrigen in der Mitte 

liegt, unveränderlich = 2 : , al)er das Verhältniss der 

4 gliedrigen Axe zn der 3 gliedrigen ist veränderlicli und be- 
dingt die verschiedenen Arten. 

7) Der 4S wandige Dreieckfläclmer^ A^ßüchner {Tetra- 
rontaoctaedrum irigonoideum^ Hexakisoktaeder oder 6X8- 
flächner, Pyramiden-Granatoeder, Tetrakontaoktaeder , Trigo- 
naipoiyeder, Pyraniidenrantenl2flach, 2 X 24 flach) hat 



3 flächige trichterartige Vertiefung tragen (wie sie z. B. manche 
unvollkommen ausgebildete Krystall«» von EiHenkio?^ zeigen), können 
die >'orm von 8x3 wandigen KeilÜächuern haben. « 
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2X24 Flächen e, die 24 einen ^ zu einander, aber l=| JJ 
zu den 24 andern, die unter sich ^ sind. Sie sind Ifach 
Igliedrige Flächen und zwar unregelmässige Dreiecke. Es 
befinden sich an ihnen dreierlei Arten von Kanten, von jeder 
Art 24. Jede Kante ist 2 fach Igliedrig gleichseitig ungleich- 
endig, die einen / sind 4- und 3 ständig, die andern v 4- und 
28tändig, die dritten d 3- und 2 stündig. In jeder der 6 
2 mal 4kanti^en 2 fach 4gliedrigcn Ecken w sind vereinigt 4 
der 4- und 3 ständigen und 4 der 4- und 2 ständigen Kanten. 
In jeder der 8 [^j 2mal 3 kantigen 2 fach 3gliedrigen Ecken 
0 treffen 3 der 4- and 3 ständigen und 3 der 3- und 2 stän- 
digen Kanten zusammen. In jeder der 12 |^{ 2 mal 2 kau- 
ften 2fnoh 2gliedrigen Ecken r aber sind 2 der 4- und 
2 ständigen mit 2 der 3- und 2 ständigen Kanten Terbnnden. 
B. Die Xfaeh Zgliedrig ^itrakUgen Gestalten, 
Die Gestalten dieses Systems sind, den 48wandigen Drei- 
eckfläehner ansgenommen, welcher hier nicht als einfache 
Gestalt auftritt I sondern als Verbindung sweier 24 wandiger 
Ffinfeekfläehner betrachtet werden mnsSi dieselben, wie in dem 
8 strahligen GestaltensystmCi nämlich der Würfel, der Sfläeh- 
ner, der 12-Rantenflächner, der 6 X 4fläehner, der 8X3- 
flächner und der 24 wandige Lanzenflächner. Aber diejenigen 
Theile dieser Gestalten, welche 2 fach 4-, 3-, 2- oder Iglie- 
drig waren, haben hier bloss die Bedeutung von 1 farJt 4-, 
3-, 2- oder 1 gliedrigen solchen Theilen erhalten, welche Be- 
deutung sich ausspricht, wenn die Flächen von einer oder 
mehreren derselben in Verbindung treten mit einem 21 wan- 
digen Fiinfeckilächner , der hier diejenige Gestalt ist, welche 
nicht nur dem gegebenen Strahlensystcnie entspricht, [128^ 
sondern welche auch den Charakter des fraglichen Strahlen- 
Systems selbst ausdrückt. 

Der 1\ wandige harifeclxß de] L7ier (Icositetraedrum pmta- ^>g- 
<7<?r?(9tiümm, Pentagon-Ikositetraeder) hat 24^ Ifach Igliedrige o^». 
Flächen e, im Allgemeinen Fünfecke, in denen die Seiten von 
dreierlei Länge sind, 2 sich schneidende der einen, 2 andere 
sich gleiehfails schneidende der andern nnd die 5 te Seite der 
3ten Art entaprecliettd. Die 24^ 4 ständigen Kanten v so- 
wohl als die 24 S 3 ständigen d sind Ifach Igliedrige Kan- 
ten; die 12 flbrigen Kanten r sind Ifach 2gMedrigeL In jeder 
der 6 ^ 4 kantigen Ifaoh 4 gliedrigen Ecken w sind 4 Ksa- 
ten dcf ersten Art, in jeder der 8 ^ 3 kantigen Ifach 3 glie- 
drigen Bcken o sind 3 Kanten der 2ten Art nnd in jeder 
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der 24 ^ .3 X I kantigen tfach tgliedrigen Ecken i sind 
Kanten aller 3 Arten yereinigt. Der 24 wandige Fünfeck- 
flächner ist seinem Gegenbilde nicht ebenbildlich. Werden 
von den Wänden des 4 S wandigen Dreieckflächners im 2 fach 
Sgliedrigen 8 strahligen Systeme die 24 einen nnter sich ^ 
80 weit verlängert, bis sie sieh schneiden nnd einen Körper 
ftlr sich allein ringsum begrenzen, so entstellt ein 24 wandiger 
Fflnfeckflftchner, der zn dem, welcher durch Verlängwang 
der 24 andern nnter sich ebenbildlichen Winde entsteht, sich 
gegenbildlich verhält. Wenn a ein rechter 24 wandiger Fflof- 
eckfläehner genannt wird, so ist b ein linker. 

C. Die 2 X ^atrahligen QeataHtm (Ditetrareta), 
Von den Gestalten des 8 strahligen Systems kommen hier 
als einfache Gestalten vor der Würfel, der 8 flächner, der 12- 
Rantenllächner, der S X 3wandig:e Keiltiächner, der 24-Lan- 
zenllächner. Diejenigen ihrer Theile aber, welche 2 fach 
4gliedr)g waren, haben hier die Bedeutung 2 fach 2gliedriger; 
diejenigen, welche 2 fach 3gliedrig waren, sind 1 fach Bglie- 
drig geworden, und diejenigen, welche 2 fach 2gliedrig waren, 
sind hier 2 fach Igliedrig. Diejenigen 2 fach 1 gliedrigen 
Theile, welche 4- nnd 3 ständig oder 2- und 3 ständig waren, 
sind l fach l gliedrig geworden, und nur jene, welche l- und 
2 ständig waren, sind 2 fach igliedrig geblieben. Als eigen- 
thtimlicbe Gestalten aber treten anf statt der 6X4wandigen 
Keilflächner die 12-Sterzenflächner nnd statt der 48 wandigen 
Dreieckflächner die 24 wandigen Viereckflächner. 

Der YlSterzenfliiclmer [Dodecaedrum uroideum^ Penta- 
gon-Dodekaeder, hexaedrisches Pentagon -Dodekaeder, dach- 
förmiges [189] Dodekaeder, EieszwOlfflach, I^toeder) hat 
Fi?. 12 Flächen t), welche 2 fach Igliedrige Figuren und zwar 
ff.,»- Sterzenflächen sind, bei denen das eine Paar gleichwerthiger 
Seiten dem andern Paare gleichwerthiger Seiten an Länge 
gleich ist. Die Eaniten sind von zweierlei Art. Die 6 einen 
w sind l^j 2 flach 2gliedrige, die 24 andern d sind Ifach 1- 
gliedrige Kanten. Die 12 einen, die nnter sieh ^ sind, ver- 
halten sich zn den 12 andern gegenbildlich. Er hat femer 
12 2 fach Igliedrige 2- und l kantige Ecken r/> und 8 
dergleichen o, welche Ifach 3gliedrige 3kantige sind. Die 
4 einen von diesen 8 Ecken, welche ^ sind, verhalten sich 
zu den 4 andern — . Denkt man sich einen G X 4 wan- 
digen Keilflächner als eine 2 X 4 strahlige Gestalt und ver- 
längert 12 dieser Voraussetzung gemäss als gleich werthig zu 
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betrachtende Flachen desselben so weit, bis sie einen Körper 
für sich allein begrenzen, so entsteht ein I 2-Sterzenflächner, 
der von dem, welcher durch die Verlängeruuo: der 12 andern 
Flächen hervorgeht, sich blos« durch die Stellung anterachei- 
det. Man hat daher 1 2 - Stenenflitohiier der ersten a und 
solche der 2ten SteUnng b. 

Der 2itoandiffe Viereckfläehner (IcosiUtraedrtm ietra- 
ganoideum^ Dyaldsdodekaeder, gebroelienea Pentagon-Dode- 
kaeder , 3 kantiges Tetragonal-Ikositetraeder, lieierogonales 
Ikoiitessaraeder, Kie824 flach} hat 24 Flftehen e, welehe Ifaeh ^ 

Igliedrige 4 ecke mit Seiten von Serlei Länge sind, in denen a^b. 
2 gleiche Seiten als Schenkel für einen Winkel dienen. 12 
dieser Flächen sind unter sich ^ und verhalten sich zu den 
12 andern |=|. 12 Kanten einer Art v und eben so viel 
einer 2ten Art /' sind 2 fach Igliedrige gleichseitig un- 
gleichendige Kanten. Beide Arten von Kanten unterscheiden 
sich an Grösse und Länge. Die 2 1 übrigen Kanten d sind 
Ifach Igliedrig. Die 12 einen sind unter sich ^ und ver- 
halten sich zu den 12 andern |=|. Die Picken sind dreierlei; 
ß derselben sind 2 fach 2,2:liedrige 2X2kantige S an- 
dere sind Ifach 3gliedrige 3 kantige o. Von diesen verhalten 
sich die 4 einen, die anter sich ^ sind, zu den 4 andern 
als |=|. Die 12 Ecken cp der 3ten Art sind |^1 2 fach 1- 
gliedrige 2- nnd 2X 1 kantige. Denkt man sich einen 48- 
flächner als eine 2 X 48tralüige Gestalt and verlftngert 24 von 
seinen Fläohen, die dieser Annahme gem&ss als gleiehwerthig 
betraohtet werden rnttssen, so weit, bis sie einen Körper allein 
begrenzen, so ist dieser ein 24 wandiger 4eekflfteluier, welcher 
[180] von dem, der dnrch die Yerlängernng der 24 andern 
Flächen entsteht, nnr duroh die Stellang yersehieden ist, so 
dass beide als 24 wandige 4eokflächner Ister nnd 2ter Stel- 
lang betraohtet werden können, a stellt einen solehen der 
Isten, b ^nen der 2ten SteUnng dar. 

D. Die Astrahligen OestaUen^ Teirarcta. 

1] Anoh hier kommt der Wlirfel als einfaehe Qestalt vor, 
aber seine Flftehen, so wie aneh die anf ihnen senkrechten 
Strahlen haben die Bedentang der 2faeh 2gHedrigon erhalten. 
Seine Flächen sind hier nur rechtwinklige Rauten. Von seinen 
Ecken sind nur je 4 solche gleiehwerthig, die durch Flächen- 
diagonalen verbunden werden können. Je 2, den Enden einer 
Eckenaxe entsprechende, Ecken sind uugleichwerthig. Seine 
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12 Kanten sind j»! 2 fach IgUedrige gleiobseitig nngleidk- 
endige Kanten geworden. 

2) Der Viei'Jlärhner (Tetraedrumy 1 fache Sseitige Py- 
ramide, reguläres Tetraeder, Tetraeder) hat 4 Isj 2 fach 3- 
k gliedrige Flächen o, welche regelniftieige 3 seitige Fignren sind; 
6 2fach 2gUedrige Kanten I0| 4 |^ 2üoh dgliedrig» 
Skantlge Ecken <D. Neigung der FUtehen » 70*^31' 44". 

Die Flftchen dieaee Körpers dnd entweder senkrecht snf 
den 2 fach 3gliedrigen Strahlen der ersten oder anf denen der 
2ten Art; daher nnterscheidet man eben 4£[aGhner der ersten 
und einen solchen der 2ten SteUnng; beide verhalten sich zi 
einander wenn de ron gleicher GrOsse sind, sind aber \ 
dämm in Beziehung zu dem 48trahligen Axensysteme nicht j 
als gleichwerthig zu betrachten. Denkt man sieb, es Iiätten 
die 2 fach 3gliedrigen Axen des Sllilchiicrs die Bedeutuno: der 
4 uugleicbendigen 2 fach .'igliediigen Axen im 4 strahligen 
Systeme und zerlegt man sonach jede solche Axe in 2 un- "} 
gleichwerthige entgegengesetzte 2 fach :i gliedrige Strahlen und ' 
verlängert diejenigen 4 Flächen des Körpers, welche den 4 3 
gleichwerthigen Strahlen der einen Art entsprechen, so weit, 
bis durch sie allein ein Raum ringsum begrenzt ist, so ent- ; 
steht ein 1 liächner der ersten »Stellung a, während durch eben 
solche Verlängerung der 4 andern Flüchen ein 4 Mehner der 
2ten Stellung b hervorgebt. " 

Der \ 2-liaut(mßächner. Er verhält sich im 48trah- ^ 
Ilgen Systeme bloss als eine besondere Art der folgenden Qe- f 
stalten. ' 

4) Der wandige hanzenfi'dchncr oder der Vl-Lanzefl^ 
ßächner (Dodecaedrum daroüieumf Trapezdodekaeder, Trape- 
soid-0odekaeder, [131] trapeioidales Dodekaeder, 2kanl^ses 
^ Tetragonal- Dodekaeder) hat 12 |s| 2 fach i gliedrige nnd ]^ 
o., k Ewar lanaenfiSnnige Fläohen welche auf 3- nnd 3 ständige 
Strahlen senkrecht sind; 2 Arten Ton Kanten v nnd von 
jeder Art 12. Jede Kante ist 2 fach Igliedrig gleiehseitig 
ungleichendig. Die Ton einerlei Art smd |^|. Sie sind unter- 
schieden von einander an Länge und Neigung der sie bilden- 
den Flächen. Kr hat ferner 4 3 kantige 2 fach 3 gliedrige k 
Ecken der ersten Art o und eben so viel der 2ten Art 0; in 
den einen sind bloss Kanten der ersten, in den andern Kanten 
der 2 ten Art vereinigt; G c:^ 2X2kantige 2 fach 2 gliedrige [, 
Ecken ?r, in jeder sind 2 Kanten der einen und 2 Kanten der isj 
andern Art verbunden. Man unterscheidet die 12 -Lanzen-^ 
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' flicbner der ersten mid die der 2ten Stellnng a nnd Die 
Kanten der ersten Art des einen haben gleiche Bescbaifcnheit 

I mit denen der 2ten Art des andern; dasselbe gilt von den 

' 3 kantigen Ecken. Als Gestalten an sich betrachtet sind beide, 
wenn sie gleich sind, auch ]^!, und nur die Stellung in Be- 

' Ziehung zum Strahlensysteme bedingt den Unterschied. 

, Zwischen den r2-Lanzenflächnern der ersten und denen 

I der 2ten Stellung in der Mitte stehend ist derjenige 12-Lanzen- 
tiächner, bei welchem die Kanten beider Arten an Länge und 
Grösse einander gleich sind und nnr an Werth in Beziehung 
zum Strahlensysteme sich unterscheiden, nämlich der 12- 
fiaatentiächner. 

Wenn ein 8X3 wandiger Keiltlächner als ei|ie 4 strahlige 
Gestalt betrachtet wird and die 12 einen seiner FlächeD, 
welche dieser Annahme gemäss gleichwerthig sind, so weit 
▼erlftogert werden, bis sie einen Körper fllr sieh allein be- 
grenzeii| so ist dieser KOrper ein 1 2 wandiger Lansenflächner 
der einen Stellnng, w&hrend der durch die Verlängerung der 
12 andern entstehende EOrper ein 12-Lanäenfläehner der an- 
dern SteUnng ist. 

5) Der 4 X ^wandipe EBt^ächn&r oder 4 X ^Klet^h" 
ner (TeiracUirieArum %808ceMdewn, Pyramiden -Tetraeder, 
Yiermnldreifläehner, Trigondodekaeder, TVigonal- Dodekaeder, 
pyramidales Dodekaeder) hat 12 2 fach Igliedrige 2- und ^ 
t seitige Flächen, d. h. Keilflächen 6 |^{ 2 fach 2 gliedrige 
Kauten w und 12 |=| 2fach Igliedrige 3- und ^ständige 
Kanten 4 3 kantige 2 fach 3 gliedrige Ecken o und 
4 2 mal 3 kantige 2 fach 3 gliedrige Ecken <D. Werden 

1 am 24 -Lanzenflächner 12 sich in Beziehung auf ein in ihm 

' gedachtes 4 strahliges Axensystem [132] als gleichwerthig ver- 
haltende Flächen desselben verlängert, bis zum Verschwinden 
der 12 übrigen, so entsteht ein l X 3 wandiger Keiltlächner 
der einen Stellung or, während ebenso die 1 2 andern Flächen 
jenes Körpers einen 4 X 3 wandigen Keiltlächner der 2ten 
Stoilnng b bilden. 

I 6) Der 6X4 wandige Keilfiäc/mer liat hier bloss die 
BedentuDg der folgenden Art. 

I 7) Der '1\ wandige Dreiecl^lächner oder IX-Dreicck- 
ßächner (Icositetraedrum trigonoideum ^ Hexakistetraeder, 
gebrochenes Pyramiden -Tetraeder, tetraedrisches Trigonal- 
ftoailetraeder, skalenisches Ikositessaraederj hat 24 Flächen Fig. 
e, Ton denen die 12 einen, die unter sich ^ sind, an den 
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12 andern sich |=| verhalten. Sie sind Ifaeh Igliedrige 
Dreiecke. An ilim sind femer dreierlei Arten von Kanten, 
von jeder Art 12; die von einerlei Art 2f«eh Igliedrig 
gleiehseitig nngleicbendig« Die einen sind 3- nnd 38tftn%e 
/, die beiden andern v nnd k aber sind 3- nnd 2 standig nnd 
nntereehdden sieb im Allgemeinen dnrob Lage, Länge nnd 
GröBse. Er bat 4 [^{ 2 X 3 kantige 2faeb 3gliedrige Ecken 
der ersten Art o, m deren jeder 3 der 3- nnd Sstftndigen 
Kanten mit 3 der 3- nnd 2 ständigen der ersten Art verban- 
den sind; 4 eben solche Ecken einer 2ten Art 0, in jeder 
sind 3 der 8- und 3ständigeu Kanten mit 3 der 3- und 2- 
stüHdigen Kauten der andern Art verbunden ; 6 2 X 2- 
kantige 2 fach 2gliedrige Ecken iv, deren jede 2 der 3- und 
2 ständigen Kanten erster and 2 dergleichen der 2teu Art 
enthält. 

Wird der 4 S wandige Dreiecklläclmer alseine 1 strahli^e 
Gestalt betrachtet und werden die 2 I einen Flächen desselben, 
welche dieser Voraussetziiiis: nach gleichwertbig sind, verlängert, 
so dass sie den Kaum allein umschliessen, so bilden sie einen 
24wandigon DreieckHächner der ersten Stellung a, wäbrend 
anf almliebe Weise die 24 andern Flächen jenes Körpers 
einen 24 wandigen DreieckHächner der 2ten Stellung b be- 
grenzen. Denkt man sich einen 24 wandigen Dreieckflächner 
in der Art sieb ▼erindemd, dass nach and naeb die beiden 
Arten von 2X3kantigen Ecken desselben einander gleiob 
werden, so wird er sn einem 6 X ^toandi^en Keilfläohmr. 
Sebreitet diese Verändernng noeb weiter fort, so erreioht er 
die EigensobafI euies 24 wandigen Dreieekflftehners der 2ten 
SteUnng» wenn er T<Nrber ein soleber der ersten war. 

[188] B. Di$ \faeh ^gliedrig UtraJdigen Q&skBlten. 

Simmtliebe Gestalten des 2faeb 3gliedrig 4strahligen 
Systems, mit Ausnahme des 2 4 wandigen Dreieckfläehners und 
des 6X4wandigen Keilflächners, lassen sich auch als ein- 
fache Gestalten in Beziehung auf ein 1 fach 3gliedrig 4strali- 
liges Axensystem denken. Diejenigen Theile aber, welche 
2 fach 3-, 2- oder igliedrig waren, haben hier bloss die Be- 
deutung von i fach 3-, 2- oder 1 gliedrigen erhalten. So also 
treten auch hier auf: der Würfel, der 4Hächner, der 12- 
Riiitenflächnery die 12-Lan26ntiäühuer, die 4X3wandigen 
Keiillächner. 

Der 24 wandige Dreieckflächner aber, wenn er als eine 
ifacb 3gliedrige 4strablig6 Gestalt betrachtet werden soll, ist 
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eine zusammengesetzte Gestalt; denn werden dem l facli ;w 
gliedrig 4 strahligen Axensysteme gemftss 12 ebenbild liebe 
Flächen desselben so weit verlftngert, dasB sie den Raum allein 
UBsehlieeaen, ao entsteht ein 

XlwaMigerFüiifeckßächner^ X^-F&nfeekflUehmr (Bade- 
eaednm pentagmwideum^ tetraedrbehea Pentagonal-Dode- 
kaeder), der zn aeni| welcher dnreh Yerlingernng der 12 andern ^ 
Fliehen des Körpers entsteht, sieh |=| verhilt. Die 12 Flftehen e 
eines solchen Körpers sind ^ 1 fach 1 gliedrige Fttnfeeke. Jede ^* ^ 
hat 2 Seiten von einer, 2 von einer andern und eine Ton einer 
3ten Länge; 6 Kanten tc des Körpers sind ^ 1 fach 2 gliedrig; 
die 24 übrigen Kanton sind 1 fach 1 gliedrig und von zweierlei Art. 
Beide Arten (/ und ö sind verschieden an Länge, Grösse und 
Lage. Der Körper hat 4 ^ 3 kantige Ifach 3 gliedrige Ecken 
der einen Art o, ebensoviel einer 2ten Art 0 und ausserdem 
12 ~ 3 X 1 kantige Ifach i gliedrige Ecken i. Aus dem 
48 wandigen Dreiecktiächner lassen sich durch Verlängerung 
von je 12 zusammengehörigen Flächen desselben 1 solche 
12 wandige FünfeckHächner erzeugen. Zwei davon sind 
aber zu den übrigen '='. Die 2 einen a und c oder h und 
weiche einander ^ sind^ sind nur an Stellung verschieden. 
Gleichwie aus dem 24 wandigen Dreieckflttchner 2 ^ 12 wan- 
dige FünfeckMehner gebildet wordeni so entstehen anf ähn- 
liche Weise ans einem 6X4 wandigen Keilflftchner zwei 
\2 wandige Sterzenfldchier ^ bei denen, wenn sie als Ifach 
3 gliedrig 4 strahlige Gestalten anftreten, die 2 fach 2gliedrigen 
ELanten als Ifach 2gliedrige| die 2 fach Igliedrigen Fliehen 
als lüseh Igliedrige, die sich {=| Terhaltenden 3kantigen 
Ecken als yersehiedenwerthige [134] nnd die 2£m1i Igliedrigen 
Beken als blosse Ifach Igliedrige an betrachten sind. 



2) Die Sgliadrig lOazigen Oestalten. 

A. Die 208tr(Migen Gestalten^ Icosiarcta. 

l) Der Ziüölffiächner [Dodevatdrum^ regelmiisöiges 
PentagondodekaederJ . Ihn begrenzen 12 '^j 2fach ogliedrige 
5seitige Flächen c?, d. h. regelmässige Fünfecke; er hat 30 
2 fach 2 gliedrige Kanten r \ 20 3 kantige 2 fach 3 gliedrige 
Ecken i. Grösse der Kanten 116^33' 54". 

2i Der Zicanz'KjJlücluivr [Icosaedrutn] hat 20 |^| 2 fach |^ 
3giiedrige dseitigc Flächen i\ ao |^|2fach 2gliedrige Kanten r; 
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Fig. 



12 5 kantige 2 fach dgliedrige Bcken d. Grdase der Kanten 
138*» 11' 22", 8. 

3) Der ^(^^Rautenflächner (Triaconiaedrum rhambeumf 
regelmässiges Triakontaeder) hat 30 |^| 2 fach 2gliedrige nnd 
zwar raatenfOrmlge Fläehen r mit ebenen Winkeln von 
1 16''33' 54"; 60 l^i 2fach Igüedrige gleichseitige ungleichendige 
Kanten J; 12 1^{ 5kantige 2fach 5giiedrige Bcken rund 20|^| 
3 kantige 2 fach Sgliedrige Ecken t. GrOsse der Kanten 144^ 

4) Der 12 X ^ywemdi^e Keilfläehner [Doäecacispentae- 
' drumy Pyramidendodekaeder (zum Theil)) hat 60 |s! 2 fach 

Igliedrige Keilflächen /*; 30 l^i 2 fach 2gliedrige Kanten r von 
der Lage der Kanten des 12flächner8; 60 ]^| 2fach iglie- 
drige gleichseitig ungleichendige Kanten /, welche 5- und 3 stän- 
dige Kanten sind; 12 5 kantige 2fach Sgliedrige Ecken c? 
und 20 !™| 2 fach 3gliedrige 2 X 3 kantige Ecken 

5) Der 20 X '^ icandige Keilfläehner [Icosacistriedrum 
' isosceloideiim^ Pyramiden-Ikosaeder) hat 60 |^l 2 fach Iglie- 

drige Keilflächen z\ 30 2 fach 2gliedrige Kanten r, an Lage 
mit denen des 20flächner3 Itbereinstimmend; 60 2 fach 

1 gliedrige gleichseitig ungleichendige 3- und 5 ständige Kanten 
12 2 fach Sgliedrige 2 X 5kantige Ecken d nnd 20 

2 fach Sgliedrige 3kantige Ecken /. 

6) Der ^(i-Lanzenßikhnei' (Hexecontaedrum doroidetm) 
' hat 60 2 fach 1 gliedrige lanzenförmige Flächen 60 1^1 

2 fach 1 gliedrige 5- nnd 2 ständige Kanten / und ebensoviel 
solche 3- nnd 28tändige Kanten z] 12 |s| 2i)B0h 5gUedrige 
5kantigs Ecken d, 20 |^| 2fach [185] Sgliedrige 3kantige 
Ecken i nnd 30 |^| 2fach 2gliedrige 2 X 2kantige Ecken r. 

7) Der i20tDandiffe DreUcI^lächner {Hecatonicosaedrum 
trigonoideum) hat 120 Flächen 0, welche Ifach 1 gliedrige Drei- 
ecke sind. Die 60 einen nnter sich ^ verhalten sich zn den 
60 andern nnter sich ^ als deren Oegenbilder. Die Kanten 
sind von 3erlei Art, alle aber sind 2 fach 1 gliedrige gleich- 
seitig ungleichendige Kanten und die 60 einer jeden Art ange- 
hörigen einander |^'!. Die einen / sind 5- und 3 ständig, die 
andern /' 5- und 2 ständig und die dritten z sind 3- und 2 ständig. 
12 Ecken d desselben sind 2 fach 5gliedrig 2X 5 kantig, 
20 andere Ecken * sind 2fach 3gliedrig 2 X 3kantig; die 
30 übrigen Ecken r aber sind 2 fach 2gliedrig 2x2kantig. 

B. {fach \Uj1iedrig 'Ii) strahlige Gestalten. 
Der r2flächner, der 20flächner, der 30-Rantenflächner, der 
12 X 5 wandige Keildächner^ der 20 X 3 wandige Keilfläehner 
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und der 60*LaiizenflftGhDer sind aaeh als ifaeh Sgliedrig 
20 strahlige Gestalten za betrachten; aber diejenigen ihrer 
Theile, welche 2 fach 5-, 3-, 2- oder Igliedrig waren, sind 
hier bloss Ifach 5-, 3-, 2- oder Igliedrig. Eine eigenthüm- 
liche Gestaltenart aber in dem Ifach 3gliedrig 20strahligeu 
Systeme entsteht, wenn man den 120 wandigen Dreieckflächner 
als eine dem fraglichen Strahlensysteme entsprechende Gestalt 
betrachtet und 60 ^ Flächen desselben so weit verliingert, 
bis sie einen Körper allein umschliessen, dessen Gegenbild 
durch die Verlängerung der 60 andern unter sich ^ Flächen 
des 120 wandigen Dreieckflächners entstehen wUrde. Jede 
der beiden so entstehenden Gestalten ist ein 

%QtDandiger heckßächner [Hexecontaedrum pentag onoi^ 
deum). Dieser hat 60 ^ Ifach Igliedrige 5 eckige Flächen 
jede mit 2 Seiten einer, 2 Seiten einer andern und 1 Seite von 
dritter Länge, je 2 gleich lange Seiten einen der Winkel ein«- 
schliessend. Die Kanten sind von dreierlei Art. Die 60 einen v 
sind 5 ständige 1 fach Igliedrige^ die 60 andern d sind 3 ständige 
Ifaeh IgUodänge, die flbrigen 30 Kanten r sind Ifaoh 2glie- 
drige; die 12 Ecken d sind Iflsdi 5gliedrige 5kantige, die 20 
Ec^en • sind Ifaeh Sgliedrige 3kantige und die 00 Ecken y 
dnd Ifaeh Igliedrige 3 X 1 kantige. Die Theile einer Art 
sind alle einander ebenhiidlich gleieh. 

Eben so wie es xwei einander gleiche nnd ähnliehe sich 
gegenbildlieh Yerhaltende 24 wandige Fttnfeckflächner gab, einen 
[136] rechten nnd einen linken, hat man auch swei solche 
60 wandige Fttnfeckflächner '^]. 



Till. Bezeichnung der einfachen hauptaxigeu 
tiestalten und ihrer Flächen. 

Wenn man von einer Qestalt bloss angiebt, sie sei z. B. 
eine gleiehstellig 2 endige 2 fach 6gliedrig6 nnd sei ein 2X 12- 
flftchiger Ebenrandner, so ist dadurch die Beschaffenheit ihrer 



*) Die Abbildung dieser Gestalt ist die 2gliodrige Projection 
einer solchen, während die des 120 wandigen Dieiookflächners und 
der meisten übrigen Gestalten 1 fach 1 gliediige Projectionen sind, 
bei denen die hintere, dem Beschauer nicht zugekehrte Seite durch 
punktirte Linien gleichfalls abgebildet ist, während diese hier weg- 

Selassen sind. Würde eine 5gliedrige Axe senkrecht auf die Ebene 
er Zeiehnnag angenommen worden sein, so hätte man die Sglie- 
drige Projection erhidten n. s. w. 

Ortir»ia*t KtaMilter. 88. 10 
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Form noeh keineswegs vollständig bestimmt; denn bei gleicher i 

Beschaffenheit nnd Grösse des mittleren Querschnittes kann 
die Grösse der Hauptstrableu verschieden sein zwischen 0 und i 
oo, und nur dieses sind die Grenzen, wo die Gestalt aufhört 
ein 2 X 12 flächiger Ebenrandner zu sein; auch können bei 
unveränderten 2 fach 2ü:liedrigen Querstrahien Ister Art die 
2 fach 2jrliedri^en (Querstrahien 2ter Art verschieden sein 
zwischen 0 und oo und die Gestalt bleibt immer noch ein 
2 X 12 flächiger Ebenrandner. Es ist also eine bestimmte 
Angabe nöthig, aus welcher die Grosse des Hauptstrahles, 
des 2 fach 2gliedrigen Querstrahles 2ter Art erkannt werden j 
kann, wenn die Gestalt eine vollständig bestimmte sein soll. 
Die Anfgabo, ans der hinreichenden Anzahl gegebener StUcke 
elnan solchen 2 X 12 flächigen Ebenrandner zu bestimmeii 
kann auf sehr verschiedene Weise gestellt werden. Ist aber 
der Zweck vorbanden, den die Aufgabe LöModen mög^httt 
aclmeil ein dentUekes bestimmtes Bild gewinnen zu lassen voa 
der SettftU, die er gieh denken oder in seinem Qeiste gleloli" | 
sam wieder ereehaffen aoU, so Ukkti es wohl JkeUira Zw)ufel| 
dass die imaittelbafe Angabe der GrOsse der 3 wiehtSgaien 
Btrahlenarten hieran am mdsien geeignet ist. 

Ein Zeichen^ bastehMid aas eäer Znaammeoslellnng dreier 
QrOssen, deren eine die GrOsse des HaaplstraUs, die andere | 
die Grösse des 2faoh 2gliadrigen Qnecstrabls Ister Art nnd 
die 3te [187] jene des 2faeli 2gliedr)gen Qaerstraiils Ster Art i 
ist, in einer gleichstellig 2 endigen 2 fach Ggliedrigen^nfachen 
Gestalt, dient daher besser, als eine noch so ausfflhrliche Be- 
schreibung oder etwaige besondere Benennung derselben , um 
sie von jeder andern gleichstellig 2 endigen 2 fach Ggliedrigen , 
Gestalt zu unterscheiden. ' 

Berücksichtigt man, dass die Strahlen nichts anderes sind, 
als Linien, deren je zwei zusammen in einer und derselben i 
Axe, nur in entgegengesetzter Richtung, liegen, so ist ein- 
leuchtend, dass für die als Beispiel gewählte gleichstellig 
2 endige 2 fach Ggliedrige Gestalt und für jede gleichstellig 
2 endige 2 fach /;gliedrige überhaupt, deren p eine gerade 
Zahl ist) die 2 fach 2gliedrigen Querstrahien Ister Art in 
2 fach 2gliedrigen Queraxen Ister nnd jene Qaerstrahien 2ter 
Art in eben solchen Qaeraxen 2ter Art liegen, mithin die 
beiden wichtigsten Arten von Queraxen bei der Bezeichnnn^ 
znm Grunde liegen , wenn die beiden wichtigsten Arten von 
Qaerstrahlen im Zeieben enthalten sind, fiei gleiekst^g 
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2«iicligeii 2fao]i Sglieibrigen imd flbtrluipt bei solchen glelolir 
atolUg 2 endigen 2 fach /?gliedrigen Geatiüten, deren p eine 
nngerade Zahl iBt, liegt jeder 2&eh 2gliedrige Qamtrahl 
2ter Art mit einem 2feeh 2gliedrigen Qaerstrahle Ister Art 
in einer 2 fach 2gliedrigen angleichendigen Qaeraxe. Eine 
Bezeichnung, weiche sich hier auf die beiden wichtigäteu (^iior- 
axenarten mit beziehen soll ^ muss also enthalten: eineu der 
beiden ungleichen Strahlen einer ungleichendigen 2 fach 2glie- 
drigen Queraxe und einen solchen Strahl, der in einer gleich- 
stellig 2 endigen 2 fach l gliedrigen Queraxe liegt, wfthrend die 
Bestimmung, welche sich auf die beiden wichtigsten Quer- 
strahlenarten bezieht, einen 2 fach 2 gliedrigen («^aersirahl erfiter 
und einen solchen zweiter Art enthält. 

Die nachbarlichen Querstrahlen Ister und 2ter Art R 
ud r in irgend einem 2 fach gliedrigen Systeme t)üden mit 

einander einen Winkel = — • Der Strahl, welcher diesen 

2p ' 

960^ 

Winkel halbirt, heisse ^, der Winkel sei ^ und 

Oos. 2^ ^. Dann ist 



_ 2 Jgr - des, yi _ It>r\%[q-\- 1) 

2) r= ?^ 



%R • Cos. Xif — q E + l) — ' 

[138] 3) B^—^ =_J_1?1 

2r.CoB.^ — ^ ^|/2((/+lJ — ^ 

Ans der einen Beziehung lässt sieh demnach die andere 
herleiten nnd umgekehrt 

Nur in dem Falle, wenn = 1, also ip =s — ^ £=90^ 
ind Oos. s 0 wird, hat man r = ^ — » _ 
also Ä + r =8 0 

Uüd g = -— = 

so daaa also r durch H und ^ als » ^ i2 bestimmt wird, 

10» 



Digitized by Google 



148 



Job. Friedr. Ohriftiaa Hessel 



während nicht umgekehrt q durch B und r bettimmt werden 
kann. 

Es mag hier genügeu , bloss diejeuige Bezeichnuug und 
Bestimmung der Gestalten der verschiedenen hauptaxigen 
Systeme aufzustellen, bei welcher, ausser dem einen Strahle 
der Hauptaxe, Strahlen der beiden wichtigsten Arten von 
Queraxen ftir jede einfache Gestalt angegeben werden. Bei 
ihrer Anwendung wird das minder Uegelmässige aus dem 
Kegelmässigeren abgeleitet. Es ist daher mit den regel- 
mässigsten liauptaxigen Gestaltensystemen, den gleichstellig 
2 endigen 2 fach ^gUedrigen, deren p eine gerade Zahl ist, zu 
beginnen. 

Jjß Es seien C Horizontalprojectionen von 2 X 4-, 

2X8- und 2 X 12 flächigen Ebenrandnem, welche als Bei- 
spiele Ton solchen 2 X ^ flächigen Ebenrandnern gewählt sind, 
bei denen t das Doppelte einer geraden Zahl p ist Die 2 fach 
2gliedrigen Qnerstrahlen der Isten Art mdgen mit die 
der 2teB Art mit r bezeichnet werden, so dass It oder r die 
Länge eines solchen Strahles angiebt. Die Länge der halben 
Hauptaxe, die auf jeder solchen Projeetion senkrecht im 
Ifittelpnnkte c aufliteJiend zu denken ist, sei »a. Es ist 
einleuchtend, dass der 2 X ^flächige Ebenrandner, in welebem 
der Hauptstrahl = 0, der Querstrahl Ister Art = R und 
der Querstrahl 2ter Art s r ist, ein solcher von bestinfinter 
Form und QrOsse sein wird, wenn a, J2, r und t bestimmte 
bekannte Grössen sind. Von dem Verhältnisse a\R\r hängt 
die Beschaffenheit der Form der fraglichen Gestalt ab. Ist 
die Grösse von a oder von Ii oder von r und ausserdem das 
Verhältniss a : It : r bekannt, so ist auch Grösse und Form 
der Gestalt bekannt, wenn, wie in der Folge stets voraus- 
gesetzt wird, t bekannt ist. 

^J- [139] Es sei ca eiu Strahl a und cR' ein Strahl R 
und er' ein zu cR' nachbarlicher Strahl so wird das Drei- 
eck a' R'r' eine der Flächen des 2 X /flächigen Ebenrandners 
darstellen, deren Lage durch. die 3 in ihr gegebenen Punkte 
a\ R' und bestimmt ist. 

Nennt man die am Mittelpunkte c entstehende Ecke, fUx 
welche die Bestimmungsstrahlen ca\ cR\ er als Kantenlinien 
und die Ebenen R'or'^ a! cr\ a'cR als die die Ecke bil- 
denden Ebenen anzusehen sind, oder vielmehr den Raum, den 
diese 3 Ebenen begrenzen, eine Zelle [cellula)^ so kann man 
sagen: die Fläche a' Rr gehöre dieser Zelle an. Um einen 



/ 
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und denselben 2 fach 2 glledrigen QaerstrAhl herain liegen also 
4 Zellen. Diese 4 Zellen bilden zusammen genommen einen 
Hanptaxenflügel, der von 2 ebenbildlicben doppelten Flügel- 
fiäehen eingeschlossen ist. Es ist hier also bei hanptaxigen Ge- 
stalten jede Zelle ein FlügelmerM, Bezeiehnet man daher die 
Strahlen R und r mit Nnmmefn.I, U, lU als i^^ R", ^ 
R"' ... 1^, r"^ . . . nnd aneh den «nfirirts gerichteten 
Hanptstralü dnreh a^, den abwirts geriehteten dnreh a"^ so 
kann dnreh das Zeiohen (a^, R'^ r^) eine der Fläehen des 
2 X ^fiäehigen Ebenrandners besonders beidehnet werden, 
wihrend eine sweite dnreh [a'^ R^^, r^), eine dritte dnreh 
[a^, R^^j r^^) n. s. w. bezeiehnet wird. Eben so hat man ab- 
wärts die FlÄchen [a", R', r'), (a'^, W^, r'), [a^', R", r") 
u. 8. w. Es wird hierdurch also zugleich angegeben, in wel- 
chem Hauptaxenfiügel und in welchem der 4 Viertel desselben, 
d. h. in welcher Zelle, die bezeichnete Fläche liegt. Das 
Zeichen a B! r oder a', Ä', r' (ohne Klammer) bedeutet daher 
eine bestimmte Zelle. 

Es ergiebt sich wohl von selbst, dass man, wenn kein 
besonderer Grund vorhanden ist, die gleichwerthigen Flächen 
einzeln aufzuzählen und zu betrachten, bei einer 2 fach /?glie- 
drigen gleichstellig 2 endigen Gestalt mit Flächen von einerlei 
Art nur nöthig hat, die Fläche eines einzigen Flügelviertels 
anzugeben, indem die der übrigen Flügel viertel zugleich da- 
durch mit bedingt werden. Man setze daher vorerst fest, es 
sei das Fiflgelviertel, in welehem diese zu bestimmende Fläche 
liegt, das erste und die ihm angehörigen Strahlen a^, R^ und r^. 
Sollten Theile einer und derselben Ebene in verschi6denen 
Flflgelvierteln der Havptaxe als Begrenzungsflächen bei einer 
gleichstellig 2 endigen 2 fach />gliedrigen Gestalt Torkommen, 
80 ist jeder solcher Theil innerhalb [140] desjenigen Elflgel- 
▼iertels, in welobem er liegt, als eine besondere Begreninngs- 
fliehe an betrachten nnd als solche wird er aneh im ersten 
Flflgelviertel vorhanden sein mflssen nnd sich besonders be- 
stimmen lassen in diesem. 

Wenn in der Formel [a', 7^', r'] die Werthe von a% R! 
oder / sich Indern, so whrd dadurch die Lage der Flftohe 
(a\ Ä', r') in dem bestimmten Flügelviertel o', R\ r der 
Hauptaxe, über welches hinaus sie als Begrenzungsfläche einer 
gleichartigflächigen 2 fach j^gliedrigen gleichstellig 2 endigen 
Gestalt sich nicht erstreckt, verändert. Umgekehrt, wenn die 
Lage dieser Fläche in dem Fiügelviertel, dem sie angehört, 
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eine ändert wird, so ändern sieh anoh die Werthe fBr 
r\ Hnt sieh s. B. die Fläche a'JFtr^ um die mhig 
gebliebene Randlaate Rf' als um eine in Uir liegende Ubh 
drehnngsaxe gedreht , so lange, bis sie anf dem mitflene 
Qnersebnitte eXr' senkrecht steht, so dass sie non den Stailil 
a' desjenigen FlttgelTiertels, dem sie angehört, nidit 
schneidet, sondern ihm parallel liegt, so wird der Werth ▼«! 

SB c» und das ganze Zeichen ;oo u, Ifj r'). Die ganfe 
Gestalt des 2 X ^flächigen Ebenrandners wird dadurch zu 
einer 2 X;? flächigen Säule, ihr Querschnitt wird gleich dem 
Mittelquerschnitte des Ebenrandners, aus dem sie hervor- 
gegangen ist, und das Zeichen (oo, R, r) bezeichnet diese 
Öäule. Dreht sich die fragliche Fläche a' li'r' auf diese Art 
noch weiter fort, so wird sie mit dem Strahle a ihres Fltigel- 
viertels divergiren und nur ihre Verlängerung über die Rand- 
kante hinaus wird die Verlängerung des Strahles a über den 
Mittelpunkt hinaus schneiden , so dass hier also der Werth 
von a' durch oo in das Negative übergeht. Die Fläche wäre 
dann zu bezeichnen durch (( — a), R\ r') und der ganze von 
solchen Flächen gebildete 2 X ^flächige Schiefwandner**) 
dareh (( — • a), Ä, r), 

L&sst man die Fläche des Flügel vierteis a\ jR!^ r* sich 
noch weiter fort auf die angegebene Weise bewegen, so wird 
das [141] — d eine immer kleinere negative Grösse nnd wird 

zoletzt = — Der Ausdruck || — ^ a'j, Ä', r'| bedeutet 

daher Flächen , die in die Verlängerung des mittleren Qaer- 

schnittes fallen, ▼Ahrend der Ansdmck a', R\ /| Fliehen 

anzeigt, die mit diesem Querschnitte selbst zusammenfallen'*'**]. 

Lässt man umgekehrt die Fläche a' R'r' sich nm eine, 
durch den Pankt a' gehend gedachte, mit R'r' parallele 



*} Eine ihre Lage verändernde Ebene, wenn sie durch mehr 
als ein Flügelviertel hindurch sich erstreckend gedacht wird, kann 
nach geschehener Lagenänderung in einem andern Fiügelviertel BO 
liegen, wie sie vorher im ersten lag. 

**) Bei ihm ist Jeder Schnitt, in welchem die Hauptaxo liegt, 
da p eine gerade Zahl ist, eine Figur wie klmn^ jeder Quersehiutt 
ein 2 fach pgliedriges ^seit. 

Um nicht positive und negative Nullen unterscheiden so 

mtttsen, wird hier — nicht ■= 0 gesetzt 

oo 
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Linie bewegen, so dass zuerst die Strahlen cJB' und er* Bich 
dabei vergrössern , so wird bei Fortsetzung dieser Bewegung 
einmal a! R'r' parallel mit cKr' werden müssen, und dann 
sind die Strahlen B! und r' unendlich, die Fläche a* R'r' ist 
dann = (a', cjo B! ^ oo r')\ das Zeichen ((/, oo, oo) bedeutet 
daher in dem gleichstellig 2 endigen 2 fach /jgliedrigen und in 
jedem gleichendigen Gestaltensysteme die beiden Tafelflächen. 
Findet die Fortsetzung dieser Bewegung der Fläche d' R' r' 
statt, so tritt der Fall ein, in welchem die über den Scheitel 
rtlckwärts hinausgehend gedachte Verlängerung dieser Fläche 
sich mit den, über den Mittelpunkt des Strahlen Systems rück- 
wärts hinausgehend zu denkenden, Verlängerungen der Strahlen 
R' und / schneidet. Ihr Zeichen erhält dann die Form 
(a', (— JB'), (— /)). Dem Zeichen (a, (— R), {— r)) ent- 
spricht ein 2 X /flächiger Schiefwandner , dessen Mittelquer- 
schnitt eine nnendliche Ebene ist, wäln end jeder Hauptsehnitt, 
sofern p eine gerade Zahl ist, eine Figur wird wie mnkl*). 

Durch das bis jetzt Entwiekelte ist ersichtlich , welche 
Badantong das Vorhandensein von negativen Werthen für die 
Grösse der Strahlen a'^JB', in dem Zeiehen, dureh welehes 
eine Begreninngaflftche einer 2faeh /»gUedrigen gleichstellig 
Sandigen Gestalt mit gleiehwerthigen Flftehen hestimmt wird, 
hat. Aneh [142] ergiebt sich, dass der Strahl um die 
allgemeinen Versehiedenheiten der Lage dner Begrenzungs- 
fliehe an entwickeln, in folgenden Weräen betraehtet werden 
müsse: 

1) als eine positive endliche Grösse, die zu dem hier 
vorliegenden Zwecke = 1 gesetzt werden kann; 

2) als oo; 

3) als eine negative endliche Grösse, die = — 1 anzu- 
nehmen ist; 



als eine negative unendlich kleine Grösse = — R' 

oo 



einen hierher gehörigen Schiefwandner, wenn man an den 6 flächigen 
Säulen mit 6 flächig trichterartig vertieften Enden, wie sie z. B. 
beim Apatit vorkommen, von den Seltenfliehen der SKnle absieht 
Yefgl. Lwnkari^n Mineralog. Zeitsehrift Jahrg. 1820. I. 439. 




*) FQr >B 6 and iZ : r » 1 : Cos. 



360'' 
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5] als «ne positiye mieiidlieli Uei&e Grdtae = 

ass - jK; während auf ähnliche Weise die 5 Werthe, welche 
oo ' 

haben kann, flUr Jeden der 5 Werthe von B> ansradrHeken 

sind durch 1) a', 2) oo, 3) — a', 4) — 5) ^a'; die 

Werthe aber, welche r haben kann für den Werth von Ä'= 1, 
haben nothwendig eine der folgenden 11 Formen: 

— , h^, oo, 

360° 

wenn nämlich ^ = Cos. und die Buchstaben ü, jc, y 

nnd Ii; nnbeetimmte OrOaien von adeher BeaehalTenheit bedeuten, 

1 

dass q — ^ ^ < ? > ebenso q + q aber 

<1, femer -^^ — y>laber<; ^ , nnd endlieh — + «>—• 

1 ? 

Setzt mau g — t? = r und g -\- x = ^ und V ^^r- • 

^ 2 = — so hat man demnach für s= 1 folgende 
Ausdrflcke fflr M', r* an beachten'*'): 

1, M 1, 4 I 1, yl 1, \ \ 1, 00. 

[143] Daraus folgt, dass für 7^' = — 1 als die yorzttglioh 
wichtigen Arten des Ausdruckes i^, r' anausehen sind: 



*) Als blosse Verhältnisse zweier Grössen sind diese Aus- 
drücke uicht zu betraohten, weil es hier zugleich noch ankommt 
anf daa Terhiltnisa : nnd : a' nnd auf die GrOiae Ton ^ 
oder B! oder r'. 
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— 1, OO. 

Ist jß' =s oo oder ^ — R oder = — ^ R, so kommt es 

oo oo ' 

zunächst darauf an, ob r' endlich und positiv oder endlich 
und negativ oder unendlich klein und positiv oder unendlich 
klein und negativ oder ob / unendlich gross ist, so dass für 
jeden jener drei Werthe von Ii' die 5 Werthe für r' aus- 
gedrückt werden können darck 

_1 r I 1 loo 

' oo ' oo ' ' 

und also noch folgende Ansdrttcke für Ii\ r entsteken: 
<», — M oo, — ^ r I oo, ^ r I oo, 1 ] oo, oo | 

— R, —1 1 —R, — — r I —Ä, -^r 1 -^ii, 1 1 - i^,oo| 
~' oo'oo'oo^oo' 'oo' ' 



— 1 I -.Iä, — I — ^ ^ r 1 — 1 | 

^ ' 1 oo ' oo ' oo ' oo ' oo ^ ' 



--i?, oo. 



Die Y-erbmdnng sämmdieher Ansdrflcke von r' mit 
jedem der AnsdrAcke fttr giebt die wichtigsten Hanptarten 
des Anedmekes (a\ R!^ r'\ wobei jedoch| wenn 2 oder 3 nn- 

endlich kleine Werthe i± * a ,-±: * r oder ± ^ a . dr — R 



\ oo oo oo oo 



1 t \ 

oder d: — R, ±: r 1 verbanden sind, wieder das Verhältniss 

oo ' oo / 

derselben ein verschiedenes sein kann, indom hier z. B. 

— Ri^r = R:r ist. Berücksichtigt man, dass die Fälle, 
oo oo 

wobei nnendlieh kleine posiiiTe oder negative Werthe der 
Strahlen a% R!^ r vorkommen, nntergeordnet werden können 
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jenen, wobei kleine cndllclie Werihe derselben Striihleii T0^ 
banden sind, so bleiben als Wertbe 



von a 

1) a 

2) oo 

3) — o 



von M' 

1) 1 

2) oo 

3) - 1, 



[144j und als Wurths des Auadruckes B', r 



1. 1 



1, » 



1, 9 



1, V 



• • • 



1, 



1, 



1 
1 



1, OO 



• • • 



-1,-1 



— i, — 91 



_ 1, _y 



- 1, 



• • • • 



-1, r 



— 1, - 
-1, - 

— 1, 00 



1 

de 

X 



• • • I 



und ansserdem noch die Werthe 



oo, 1 und oo, — 1 und oo, oo. 

Man hat daher folgende verschiedene Hauptarten des Zeichens 
(a, Ä, r): 



(a, 1, «) 

(ö, 1, (i) 

• » • • 

(a, oo, 1) 
(o, 00, 00) 



i) 

(. . ) 



• • • • 



• • • 



«, (- 1), (- 1) 



{a, (- 1), (- 

(«, (- 1), (- ?)) 
(«, (- l), (- 1)) 



(a, oo, (— 1)) 



('^•^-^J'(-w)) 

(«, (- t), 00) 



,. .d by Googl 



(00, 1, 1) 



KtystsIloinstriB. 

CO, (- 1), (- 1) 
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{oo, 1, «) 



(oo, 1, I) 



(oo, l,(-r)) 



h i) 
h t) 

(00, 1, 00) 



(oo, oo, 1) 
[146] 

((-«), 1, m 



(00, (-1), (-9?)) 
(oo,(-l),(-y)) 

(00, (- 1), (- V}) 



(oo, (— 1), r) 



(co,(-i).(-;)) 



((-«). 1, <l) 
((-«), 1, t) 



((-«), !,(-»•)) 



((-a),oo,l) 



((-), t, ; ) 

K(-a), l,oo) 



((-a), (-1), (-1)) 



a-a], (-!),(- 5»)) 
((-«), (-1), (-?)) 



((-") . (-'),'•) 
a-a), oo, (- 1)) 



((-«U-i).(-|)) 

((-a), (- 1), 00) 



El sind hier die Fälle (( — a), oo, oc) nnd (oo, ( — I), oo) 
und (oo, oo, ( — I)) nicht mit anfgefulirt, weil sie FUehen 
bezeichnen, welche nicht in der Zelle a', K, r' liegen kOnnen, 
indem At die Grenzen bezeidinen, weldie (al, X, r') nidit 
erreichen darf, ohne anfinihOren, one hierher gehörige, d. h. 
in der ZeUe a', R, r' nnftretende BegreninngtflXohe in sein. 

Betet man öo a oder oo R oder oo r in diejenigen Steilen, 
irarin statt a oder J2 oder r dn blosses oo Zdefaen sich be- 
findet, nnd mnItipUdrt man jedes der 3 Glieder in jeder der 

59 Formeln mit — , so eriUUt man 59 nene Formeln, nnter 



oo 



•welchen diejenigen, die kein — Zeichen enthalten, I) wenn 
sie vor dieser Verftadernng kevt oo Zeichen enthielten, bloss 
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2ieichen fttr den Mittelpunkt des Strahlensysteme sind, insofern 
er als das erste Element dieser oder jener ringsam endlich 
begrenzten Gestalt betrachtet wird, gleiehsam eine sotehe 
Gestalt von unendlich kleinen Abmessungen ist; 2) wenn 
sie vorher ein oo Zeiehen hatten und also jetst eine der 3 



(7, R, r\ haben, die Strahlen a, iL r selbst bezeidi- 

co oo / 



nen, sofern diese als die ersten Elemente der Gestalten (oo a, 
7?, ?•) oder f«, oo 7i*, r) oder {a, It, oo r) angesehen werden 
können; 3) wenn sie vorher zwei oo Zeichen enthielten, 



ay — i^, r) oder (a, — r) haben, Ebenen bezeichnen, 



von denen die erste dem mittleren Querschnitte, dagegen die 

2te sowohl als die 3te einer doppelten Hauptflügelfläche (der 
Isten [146] oder 2ten Art) entspricht, die als Grenze des 
Fitigelviertels, von dem es sich handelt, auftritt; diejenigen 
endlich, welche ein oder zwei oder drei — Zeichen enthalten, 
Gestalten bezeichnen, deren Flächen im Mittelpunkte des 
Strahlensystems sich vereinigen*). 

Bisher wurde zum Behuf der Bestimmung der Lage einer 
Begrenzungsfläche in einer Zelle bei gleichstellig 2 endigen 
2 fach /Jgliedrigen Gestalten, deren p eine gerade Zahl ist, 
vorausgesetzt, dass in jeder Zelle jeder der 3 Bestimmungs- 
strahlen derselben in seiner natflriichen Riehtnng vom Mittel- 
punkte des Strahlensyatems an nach aussen hin positiv zu 



*) Grössere Ausführlichkeit über diese und über alle jene 
einfachen Gestalten, welche von gleichwerthigen Flächen begrenzt 
smd, in deren Zeiehen der Werth von einem oder von zwei oder 
Yon drei der Bestimmungsstrahlen a', B', negativ ist, scheint erst 
später für die Krystallkunde von Wichtigkeit zu werden, wenn die 
bisher als zufällige gestörte Bildungen betrachteten Gestalten mit 
trichterartigen Vertiefungen, statt dieser oder jener Flache (Apatit, 
Eis, Kochsalz, Wismuth u. s. w.]t und alle jene Formen, bei oeneQ 
gleiehsam nur das Gerippe an einem Krystalle ausgebildet ist 
(Schneeflocken, Gestricktes n. s. w.), noch sorgfältiger werden unter- 
sucht sein. Dessen ungeachtet aber werden, wenigstens für die 
Krystiillkunde, jene Gestalten stets die wichtigsten bleiben, in denen 
keiner der Werthe der Strahlen a', R\ r' negativ ist. 




oder 




oder 
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nehmen sei, mid kein Unterschied gesetzt zwischen die 2 X ^ 
Plflgelviertel oder Zellen, die in einem solchen Strahlensysteme 
vorhanden sind. Stellt man sich aber vor, der Strahl li\ 
insofern er der Zelle a 2t' 7' angehört, sei der Stellvertreter 
für die Verbindung (Combination) der Strahlen JR^, E^^j R'"^ 
7?'^, . . ., wie sie in dem fraglichen Strahlensysteme statt- 
üüdet, in derjenigen Stellung des Strahlensystems, in welcher 
jeder der Strahlen a\ R\ r' als der erste, z. B. oberste, 
seiner Art auftritt, d. h. in einer bestimmten solchen Stellung 
des Strahlensysteras , bei welcher irgend ein in dem Flügel- 
viertel a'i<!^r^ liegender 1 fach 1 gliedriger Strahl (er heisse a:) 
senkrecht aufwärts gerichtet ist, so ist einleuchtend, dass der 
Strahl für das Flügelviertel a^R^^r" z. B. gleichfalls als 
Stellvertreter sämmtlicher yerbandenen (combinirten) Strahlen 
R SU betrachten sei; dass aber dieser Stiahlencombination 
eine andere Stellnng (Versetzung, Permutation) , als vorher^ 
eigen s^b mflsse, indem jetzt der Strahl als der oberste 
seiner Art auftritt und die Stelle einmmmt, welche vorher R' 
entnahm, während [147] der Strahl fttr die Zelle a'B"r^^ 
dieselbe Stelle einnimmy die er für das Flflgelviertel a^R^r^ 
Yorlier einnabm. Aneb ist der dem Strahle entsprechende 
Strahl x^' an die Stelle Ton x getreten. Man setae ilMt, die 
combinirten Strahlen einer Art seien ftlr jede Zelle an&a- 
aihlen, dass, wenn der Strahl x der Zelle anfwftrts geriehtet 
ist, derjenige Strahl der firagliehen Art, i. B. R, welcher am 
meisten sich der senkrecht aufwärts gerichteten Lage nähert, 
die erste Stelle einzunehmen habe in der Permutation und 
dass die übrigen in derjenigen Ordnung nach einander folgen 
sollen, in welcher sie sich mehr und mehr von der senkrecht 
aufwärts gerichteten Lage entfernen. Es wird dann z. B. 
bei einer gleichstellig 2 endigen 2 fach Ggliedrigen Gestalt 

dem Fitigelviertel entsprechen die Strahlenpermutatiuu 



a^R^ oder 


a^^R' . . 


. R' 


R'' 




R^'' Ry 


R^y 


aiRirrT - 


a^'W^r^ . . 


. II 


I 


m 


VI 


IV 


V 


aiRiir'i - 




. II 


III 


I 


IV 


VI 


V 


aiRnirii - 


aiiRiHr^i . . 


. III 


II 


IV 


I 


V 


VI 






. III 


IV 


II 


V 


I 


VI 




afiRiVrifi . . 


. IV III 


V 


II 


VI 


I 






. IV 


V 


III 


VI 


II 


I 


a^R^r^^ - 


a^'R^ r^^' . . 


. V 


IV 


VI 


III 


I 


II 


a^RVr^ - 


a'^R^r^ . . 


. V 


Vi 


IV 


1 


III 


u 
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dem FlOgelvieirtel enttpreeheii die Stndiieiipeniiiitatiiiii 

i^S^^r^ adtr m^^M^^^ ... VI V I IV U HI 
^/jjr/yr/ - a^iRVir^i ... VI I V II IV m 

a/J?/ r^^ - a^iRi r^' . . . I VI II V HI IV. 

Auf ähnliche Weise erhält man für a'RW und a^R'r' 
mit einander flbereinstimmende Permntationen der Strahlen 
aber wieder verschiedene fftr.a^i^V, a'Wr^^ a'iZ^'r'^ n.B.w. 
Fdr simmiliche Flflgelviertel, welche enthalten, gilt die 
Permntatlon a^a'^ nnd fttr alle, welche a" enüialten, die 
Permntation a^^a'. Sieht man nnn den Gegenaatx zwischen 
den beiden binären Permntationen 1 • 2 und 2-1 als ähnlich 
dem Gegensatze zwischen vorwärts und rflckwärts, swischen + 
und — an und bezeichnet von 2 Permutationen derselben 0dm- 
biDatioD) welche mit einander übereinstimmen hinsichtlich auf die 
Stellung aller ihrer Elemente, bis auf 2 derselben, die mit ein- 
ander gegenseitig vertauscht werden miissteu, um die eine der bei- 
den Permutationen in die andere zu verwandeln, die eine mit -|- 
nnd die [148! hindere mit — *), so können auch die hier vorkom- 
menden Fermutationeu in dieser liücksicht betrachtet werden 



*) So ist also z. B., wenn 1234 positiv ist, 8134 negativ^ wenn 
Jgkiklm positiv ist, auch /r;m*/;/h negativ. 

Vergleiche HesHtl: Üeber positive und negative Permuta- 
tionen. Marburg bei Garthe, 1823. Hier möge nur so viel zur Er- 
Ittatwang dienen, daaa, wenn eine Pennntatioii sU + gesetzt, ge- 
geben oder angenommen ist und man von einer anderen PermutaTOm 
derselben Elementencombination wissen will, ob sie mit + oder — -zu 
bezeichnen sei, man nach fol^^ender Re^^el verfahron könne, dii» 
gleich auf irgend t'in Heispit;! angewendet dargestellt werden möge. 

Aufgabe. Es sei gegeben + 123456; man will wissen, ob 
365214 mit + oder — zu besdclmen sei. 

Auflösung. Suche in der gegebenen positiven Permutation 
von links an das erste Element, welches nicht mit dem in derselben 
Stelle stehenden der zu bestimmenden Permntation gleichnamig ist 
(hier also 1), und vertausche es mit dem Elemente (3), das in der 
zu bestimmenden Permutatiuo au dieser Stelle steht. Es wird so 
ans der gefcebeoen positiven Permntation (+ 123456) eine nene 
entstehen (321456), welche wegen der stattgefondencn gegen- 
seitigen Vertauschung zweier Elemente eine negative ( — 321456) 
sein wird. An dieser sucht man nun wieder das erste Element, 
von links an gezählt, auf, welches von dem in derselben Stelle 
der ^u bustimmeuden Permutation stehendeu abweicht, und ver- 
taueeht mit dem dahin gehörigen gegenseitig, so entsteht eine poai- 
tive Permntation (aus -> 321456 wird + 361452). So fthrt man 
fort, aus der jedesmal erhaltenen neuen positiven oder negativen 
Permutation eine andere negative oder positive an eraeugen, die 
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SeM man die PennatatioB / // VI III V IV als positiv, 
10 hat man*): [149] 



+ I II VI III V IV 

— II I III VI IV V 

— II III I IV VI V 
+ /// II IV I V VI 
+ III IV II VI VI 

— IV in V II VI I 



— IV V III VI II I 
-h V IV VI III I II 
+ V VI IV I III II 

— VI V I IV II III 

— VI I V II IV III 
+ I VI II V III IV 



Man kann daher den Strahl in jeder der beiden Spellen 
a'R'r' nnd a^^R'r' als positiv z= + R' betrachten, wfthrend 
er in den beiden anliegenden a'R'r^' nnd a^'R'r^^ gleiehdaUs 
als positiv erschemt, so dasa der 2faeh 2gliedrige Strahl R^ 



der zu beatimmenden (hinsichtlich auf die Stellung von wenigatens 
einem Elemente mehr) näher verwandt ist, üb die, aus welcher sie 
entwickelt wnrde, bis man eine solche erhalt, die mit der an be- 
stimmenden Permutation vollkommen einerlei ist Man erhSlt also 
naoh nnd nach die Permutation 



365214, 



wenn ama ans 
die Permntation 



+ 123456 

— .{21456 
-f :U) 1 4 5 2 

— 30541 2 

-f a t; 5 2 1 4 



macht 

und ans dieser 



so dass also die Permutation 365214 positiv ist» wenn 123456 
positiv war. 

*) Zur Erläaternng möge hier die Ableitung jeder folgenden 
ans der vorhergehenden solchen Permntation stehen. Die mit dem 
Zeichen (*) versehenen abid die hierher gehörigen, auf deren Vor- 
seichen es ankommt 



4- 1 

— 2 

+ 2 

— 2 

2 

+ 3 

— 3 

-h 3 

— 3 

H- 3 

— 4 
4 
4 
4 



263 
163 

1 3 6 

1 Ii 6 
3 1 6 
3 1 4 

2 1 4 
241 

4 
2 
2 
2 
5 

352 
5 3 2 



54* 
54 

5 4 

4 5* 
4 5 

6 5* 
65 
65 



2 
4 

4 

3 
3 



1 
1 

5 
5 
2 



G 
G 
G 
ü 
6 
1 



6 1 



— 4 
+ 5 

— 5 

H- 5 

— 5 

— 6 
+ 6 

— 6 

— 6 

4- 1 

— 1 

+ 1 



536 
436 

4 0 3 

4 0 3 

0 4 3 
ö 4 1 
54 1 

5 1 4 
5 1 4 

1 5 4 
I 5 2 
0 5 2 
625 
625 



2 1 
2 1 

2 1 
1 2 
1 2 

3 2 
3 2 



43 
34 
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gleiohsam ans 4 einzelnen 1 faeh 1 gliedrigen positiven Strahles 
ansammengesetzt erseheint Eben so mnss dann jeder der 
Strahlen B^^^^ als ans 4 positiven Ifach 1 gliedrigen 
Strahlen bestehend gedaeht werden, während die den negativen 
Permutationen entsprechenden Strahlen M'^, R^^j R^' als aus 
4 negativen Ifach 1 gliedrigen Strahlen bestehend zu denken 
sind, da jeder derselben für jedes der 4 FIttgelviertel , denen 
er angehört, einer negativen Permutation der Strahlen, 
welche R heissen, entspricht, gleichsam Stellvertreter der- 
selben ist. 

Setzt man ebenso den Strahl als aus 4 positiven 
Strahlen bestehend, so ist jeder der Strahlen r^, r^'', ftlr 
jede der vier Zellen, die ihn umgeben, als positiv zu setzen 
und jeder der Strahlen r'^, r^^^ gleichfalls ftir jede der 
vier Zellen, denen [150] er angehört, als negativ zu nehmen. 
Der obere Hauptstrahl entspricht der positiven Permutation 
a^a'^ für sämmtliche obere Fltlgel viertel, während der untere 
Hauptstrahl a^^ die Stelle der negativen Permutation a^^a^ ftlr 
sämmtliche untere Flttgelviertel vertritt; ist also positiv, 
a^' negativ zu setzen. Ueberbaupt ist bei jeder gleiehstellig 
2 endigen 2 fach pgliedrigen Gestalt, fOr welche p das Dop- 
pelte einer ungeraden Zahl ist (d. h. fUr = 2 oder 6 oder 
10 u. 8. w«), jeder Strahl R oder r mit ungerader Zeigesahl 
/, III, V ... (Ä^, R^^', R^ .80 wie r''', ry . . .) 
fttr jedes der vier Flflgelviertel, denen er angehört, positiv \ 
jeder mit gerader Zeigezahl //, IV, VI . . . (W, R^^, R^' 
... r'^, r'y, r^' . . .) aber ftlr jedes der vier Fltigelviertel| 
denen er angehört, negativ. 

Bei gleiehstellig 2endig 2faeh /^gliedrigen Gestalten, bei 
denen p das Doppelte einer geraden Zahl ist (d. h. fflr = 4 
oder = 8 oder = 12 . . .), hat jeder 2 fach 2gliedrige Strahl 
(R sowohl als r) die Bedeutung von 4 (in einen einzigen 
Strahl zusammenfallenden, nicht mehr divergirenden) Ifach 
1 gliedrigen Strahlen, von denen 2 positiv und 2 negativ sind. 
Es ist nämlich der Strahl R^^ wenn er ftlr die Zelle RW 
positiv ist, auch positiv für a^^R^r'^ aber negativ für*) a^R^r^ 
und für a^^iiV^^. Ebenso ist dann R^^^ positiv für a^R'^'r^" 
und a'^R^"r^^^\ aber negativ für a'R^^^r'^ und a'^R^'^r'', 
Allgemein i^*»"*"* ist positiv für Ä*«"^' r*^"*^» und ftlr 



*) soll andeuten r mit der letzten Zeigezahl, also bei 4 
gliedrigen Gestalten r'^^ bei Sgliedrigen r^'"' u. s. w. 



,^ .d by Google 
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a//i2««**r«»*>, aber negativ*) für a'i2*«*«r«« und fttr 
^//^in+i^in^ Während positiv ht für a^E^'^r'^^-* und 
für a^^ R*^ r*^"*. Dieselben Gesetze gelten für r. 

Auch hier ist als + ^^^^ a^s — a zu betrachten. 
Das Zeichen (+ a, + -ß» + ^) umfasst daher jede Fläche 
(a, r)j welche in einem solchen Flügelviertel liegt, von 
welchem jeder der Strahlen r als Stellvertreter einer 

positiven Permutation der sämmtlichen combinirten Strahlen 
derjenigen Art, zu welcher er gehört, zu betrachten ist**). 

[151] Bezeichnet man jede Zelle***) + + Ii, + r J^; 
mit a und jede dem Zeichen — a, + Itj + entsprechende 
mit a', so wird auch + a, — i?, + r mit ß und — a, 
— i^, -f- ^ init bezeichnet werden können n. b. w.; man 
erhält daher: 

+ 0, — i?, + r = /J _a, — + r = /5?' 
+ — jB, — f = y — a, — Ä, — r = / 
+ a, + Ä, — r — <J — a, + — = 

nnd (+ — — ^) ist daher z. B. das allgemeine 
Zeichen fttr Begrenzungsflächen, die in FlttgelTierteln y liegen 
= {y) n. s. w. 

Es sind nnn folgende Fälle möglich: 

I. Beachtet man die Yonseichen + oder — bei keinem 
der drei Strahlen a, jR, r, so wird zwischen der Bezeichnung 
der 8 Arten von Zellen er, fiy y, d und a', ß\ y\ (5' kein 
Unterschied sein, d. h. sie werden alle als gleichwerthig be- 
trachtet: 



*) Wie dieses sich fttr Bf modificirt, ist bereits gezeigt. Es 
wird hier nämlich n s 0 und statt r" tritt an die Stelle. 

**) Es sind demnach diese Vorzeichen + und — , namentlich 
das letztere, nicht zu verwechseln mit Vorzeichen, welche sich auf 
die Grösse des Werthes von a oder Jt oder r beziehen; denn auch 
hier [151] können die Werthe sowohl der positiven als auch der 
negativen Strahlen negativ werden; es bedeutet nämlich z. B. der 
Ausdruck (4-«, 12), + ( — r)j eine Fläche, die so in den 
Flügel vierteln -Ha, + Ä, -\-r liegt, wie (a, (—12), (— r)) in jedem 
Fitigel viertel liegen würde u. s. w. 

*♦*) Da immer zwei durch gleichnamige Buchstaben bezeich- 
nete ZüUeu, z. B. a nnd über einander liegen, so kann man sich Fig. 
mit Hülfe der Bilder A, B, C die gegenseitige Lage der Zellen hin- 
reichend versinnlichen. 
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a, Bj r 

[a, r) 



(«) = iß) = 1;^) = W 
(«) = (/^') = (/) = (^'), 



daher hat das Zeichen bei glekhatelUg %endigm %fach /»- 
gliedrigen einfaehen Gestalten, wenn p eine fmde Zahl ist^ 
kein Yorzeiehen, welches eine Veraehiedenheit der Flflgelviartel 

erzeugte, nnd ist allgemein = (a, It^ r). 

II. Beachtet man das Vorsdehen bei einem der 3 Strahlen, 
so kann dieses gesehehen: 

1) bei a\ es sind dann Tersehieden die Flflgelviertel 

+ a, li^ r von — R^r und die Fliehen (+ R, r) von 

( — a^R^r)\ jene gehören oberen, diese unteren Zellen an. 
Treten an einer zusammengesetzten Gestalt Begrenzungsflächeu 
(4-«, R) allein auf, ohne dass die Flächen ( — a, ii, r) 
zugleich vorhanden sind, oder umgekehrt diese ohne jene, so 
ist die Gestalt eine ungleicheiidige [152] Ifach pgliedrige^ 
wenn />, wie bisher, eine gerade Zahl ist; 

2) bei R, Es sind dann die Fltlgelviertel 

=y = /?'^/ = «, -R^ r ' 
nnd eben so die Flächen 



Eine Gestalt, welche von Fliehen wie (a, + r) (die man 
man ueh so weit verlängert denkt, dass sie, wo möglich, fflr 
sich allein eine ringsum endlich begrenzte Gestalt einschliessen*) 
begrenzt ist, ohne dass die Fläohen [a, — 2^, r) zugleich vor- 
handen wären (nnd umgekehrt (a, — J?, r) ohne [a, +22, rj), 
ist eine gteichstelUg 2 endige 2fctch mgliedrige, wenn m 
eine ganze Zahl = bedeutet, so dass m gerade oder un- 
gerade sein kann. Das Zeichen (a, + A*, r) oder (a, — R, r) 
dient daher vorzüglich, um gleichstellig 2 endige 2 fach m- 
gliedrige einfache Gestalten**) der Isten oder 2ten Stellung 
zu bezeichnen, bei denen m eine ungerade Zahl ist. Die 
Strahlen r sind hier also in dem 2 fach wgliedrigen Strahlen- 
systeme nicht die Qaerstrahlen 2ter Art, sondern solche 



*) Was für p = 2 nicht möglich ist. 
**j Gewöhnlich also 2xmflächige Ebenran^er. 



(«) = {«5) = («') 



{d') = K + Ä, r) 
(y') = (a, -B, r). 
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Querstrahlen, welche den Winkel zwischen zwei nachbarlichen 
ungleichwertliigen 2 fach 2gliedrigen halbiren, d. h. sie liegen 
in gleichstellig 2 endigen 2 fach Igliedrigen Queraxen; 

3) hei r. Die Unterschiede der Formen («, + r) 
und fa, By — r) sind ganz ähnlioh denen zwischen [oj 4--^i 
und («, — Rj r). 

III. Berttcksichtigt man die Vorzeichen bei zwei von den 
drei Bestimmungsstraklen, so kann hier auf zweierlei Weise 
verfahren werden. 

A. Man setzt Zellen als gleichwerthig, wenn sie mit ein- 
ander übereinstimmen hinsichtlich auf das -|- oder — Zeichen, 
welches dem Verhältnisse der beides zn beaehtoaden Strahlen 
zukommen wftrde, »ach der bekainten Bogel, gemSza weldier 
gldehe Zdehen dar Glieder des VerhÜiniaieB llttr dieses Yer- 
hftttniss selbst das Zeichen + bedingen, wüirend nogleiehe 
Yoraeiehon der GUedor eibeiMO fflx das YerlilltDisB, ein — 
Zeiehen fordern. Dieses kann geschehen: 

[153] 1) bei dem Hanptstrahle a und bei dnem der Quer- 
strahlen B oder r, a. B. bd JR. Es ist dann 

(«) « (d) « (/) « (d= «, ± Ä, r) 

iß) = M = («') == (^') = (± + r) , 
indem hier 

+ a: + li=s — a: — Ii = + ^ 

und wieder 

+ a: — Äc* — ai + Itsss — — . 

Die FlAehen (dr a, ztM^ r) für sich allein so weit verlängert 
gedmoht, dasa sie, wo möglich, eine ringsum endlieh begrenate 
Gestalt einsehliessen, liefinrn eine gerensieUig Wendige 2 fach 
mgliedrige 6e$tait erster Stellung , während ebenso (=i= 
+ Hf r) eme sdohe 2ter Stellimg bedingen. Man sagt daher, 
eine gerenstelUg 2 endige 2 fach mgliedrige Gestalt sei eine 
fläcbenhalbzählige (hemiedrische) gleichstellig 2 endige 2 fach 
/mgliedrige. Die Strahlen R sind hier die 2 fach Igliedrigen 
und die Strahlen r die Ifach 2gliedrigen Qiierstrahlen des 
gerenstellig 2 endigen 2 fach mgliedrigen Btrahlensystems*]; 



*) Aehnlich sind die Ergehniase bei Beachtung der Vorzeicheu 
von a und r. . • • 
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2) bei den 2 Qaerstrahlen R und r. Es ist dann 

(«) = (/) = («') = (/) = (ö, ±^,^ r) 
(ß) = (i) = iß') = (^') = K + ± r) . 

Die gleichstellig 2 endige 2 fach />gliedrige Gestalt (ö, i^, r] 
wird hier zerlegt in 2 einzelne (jl eichst elUg lendige \fach 
p gliedrige Gestalten^ deren erste durch genügsame Verlänge- 
rung der Flächen fa, =b JR, d= r) entsteht, während die zweite 
ebenso durch a, + ir*, =t: r) sich bezeichnen lässt. 

B. Man fordert, dass Fliigelviertel, welche als gleich- 
werthig betrachtet werden sollen, mit einander tibereinstimmen 
sowohl rüoksielitliob auf das Vorzeichen bei jß, als auch auf 
jenes bei ohne dass hier auf das Vorzeiehen des Verhältr 
nisses der beiden zu beachtenden Strahlen gesehen wird. 

1) Die beiden mit Vorseieben versehenen Strahlen seien 
der Hanptstrabl a nnd ein Qnerstrahl R oder r s. B. R^ 
so ist: 

(«) = (^) = (+«,+ ^, r) 

iß) = ir) = ^, r) 

(a')=((5')=(-a,+i^,r) 

(/^) = (/) = (-«,-i2,r)- 

[154] Es wird hier [a^ r) zerlegt in 4 einzelne ungleich- 
endige ifach ?ngliedrige Gestaltenbezeichnungeti^ denen eine 
der vier so eben aufgestellten Formen eigen ist, und sie dienen 
vorzüglich für solche ungleichendige 2 tack mgUedrige ein- 
fache Gestalten, deren ni ungerade ist. 

2) Die hinsichtlich auf ihr Vorzeichen zu betrachtenden 
Strahlen seien die beiden Qaerstrahlen R nnd so ist 

(a) = («') = («, 4- i?, + r) 
[ß)^[ß')=.{a,^R,+r) 

((J) = ((5')=(ö,4.Ä,-r). 

Jede dieser vier Bezeichnungen dient zur Bestimmung einer 
gleich stell ig Icndigoi \fach nigliedrigen Gestalt^ und zu- 
nächst einer solchen, bei welcher 7n ungerade ist. 

lY. Nimmt man Rücksicht auf die Vorzeichen bei allen 
a Bestimmungsstrahlen a, R nnd r, so sind folgende Fälle 
möglich : 

A. Man fordert, dass Zellen, welche als gleichwerthig 
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betrmehiet werden sollen, aieli gleieh sind in Besiehnng anf 
die Yoneiehen der Verhilinisse des Hanptstrahls asn jedem 
der beiden Querstrshlen, so dass 

+ a: + i2 = — a:--if = + -^ 
+ a: — ÄÄ — a: + Ä = — 

Ii 

gedaeht wird; sdehe FlflgelTiertel sUmmen denn aneh mit- 
einander Abelen binslehllidi anf das Yoraeiehen, welebes dem 
VerlUUtaiBse R : r geblihri Es ist dann: 

(a) = (/) = (=fc dbr)*; 
(/?) = ((y')=(dta,=FÄ, ±r)**) 
(y) = (a')==(d:a,+Ä,H=r)***) 
((5) = (/?') = (±a,=bi2,=Fr)***). 

FUlchenj die einem dieser vier Zeichen entsprechen, begrenzen 
bei hinreichender Verlängerung geren^teUiy 2 endige \ fac/t 
mgliedrige [155] Gesfalte?i^ und diese Zeichen dienen daher 
zur Bestimmung solcher FormeUi wobei m sowoM gerade als 
auch ungerade ist. 

B. Man fordert, dass gleich werthige Flügel viertel mit 
einander übereinstimmen rücksichtlich auf das Vorzeichen, 
welches dem YerhAltnisse des Hanptstrahls a zu dem Yer- 

hältniase der beiden Querstrahleu — gebührt, nach der be- 

jR II 

kannten BM;el, gemäss welcher + a:H — =s — a: 

7' r 

H It 
nnd + a: = — a: A , so dass, wenn in dem Ans^ 

^« /' 

drucke a, i?, r eine gerade Anzahl von — Zeichen (0 oder 2] 
vorkommt, das ganze Verh&ltniss ein positives wird, während 
es bei ungerader Anzahl von — Zeichen (1 oder 3) negativ 
sein mnss. Es ist dann 



♦) Es ißt nämlich hier +«: + i2 = — a: — Ä und +«: + »• 
™ — a: — rund zugleich auch -{-7^:4-/= — R: — r. 

**) H-a: — i2 = — a: + Ii und + a: + r = — a: — r und auch 
— Ä:-hr = + i2: — r. 

***) In den beiden letzten Zeldien wiederholen sieh dieselben 
Yerh&ltnisse, wie in den beiden ersten FUlen, nnr in anderer Yer^ 
bindung. 
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(«) = (y) = m = m = +{a,M,r) 

iß) = {d) = («') = (/) : («, R, r) . 

Die beiden Zeichen + ^i — (ö, ^) beziehen 

sich auf die beiden ehenhUdlich 1l endigen \fach p gliedrigen 
Gestalten^ welche sich aus jeder gleichstellig 2 endigen 2 fach 
j9 gliedrigen Gestalt dnrch Verlängerung der einen oder der 
andern Hälfte ihrer Flächen entwickeln lassen. 

C. Man setzt Flügelviertel nnr dann als gleichwerthig, 
wenn sie einander gleich sind in Beziehung auf das Vorzeichen, 
welches dem Verhältnisse zweier Strahlen zusteht, und in Be- 
ziehung auf das Vorzeiehen, welches dem 3ften Strahle eigen 
ist. Der auf solche Weise einzeln zn hetrachtende Strahl 
kann sein entweder der Hanptstrahl a, oder einer der Qner- 
strahlen R oder z. B. r. 

1) Ist a der einzeln zn berflcksichtigende Strahl, so ist 

(a)=(y) = (+a, iÄ, ±r)*) 
(^')=(<J')=(~a, 4=i2,±r). 

• 

Es sind dieses die allgemeinen Formen fQr die Bezeichnnng 
ungleichendiger 1 fach p r/liedriger einfacher Gestalten. 

2) Ist r der einzeln zu beracksichtigende Strahl, so 
hat man 

[IM] («) = (/r)=(±a,±Ä,+r) 

iß) = («') ={±a,l^R,+ r) 
(y) = {d'] = {±a,+R,- r) 

{<J) = (y')=(±«,±Ä,-rr*). 

Fiftchen, die einem solchen Zeichen entsprechen, begrenzen 
eine ehenhüdlich Wendige ifaeh mgUedrige emfa^ Ge- 
stak. Diese Bezeichnung ist vorzflglich wichtig fttr den Fall, 
wobei m eine ungerade Zahl ist. 



*) d. h. (+ a, + Ä, + r] = (-f- u, - i2, - r). 
**) Diesem Ergebnisse ähnlich würde sein: 

(«) = (cf) = ± «, -h 22, ± r) 
iß) -= (/) = (± a, - Ä, it r; 
iy) « (/J') « (± «, — i2, + r) 
{(Tj = («') = (± a, + JR, +7«), 

wenn R der einzeln rUcksichtlich anf seine Vorzeichen za beaoh- 
tende Bestimmungsstrahl wäre. 
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D. Man hXlt Zellen nur dana fir gl'eichwerthig, wenn 
fAmuninr ^aiefc snd im JMulkmg nf daa Vomiokaa «Imb 
Jedes der dni ItmlluMMgiliriiliiii Bi bt dan 

(a) = (+ o, + 7?, + r) (.0 = {- a, + iJ, + r) 

(y) = (+«,_il,_r) (/)=(_o,_J2,_r) 
(<J) = (+«,+ A', - r) (d'J =(-a,+ii,-r). 

Gestalten, die bloss von den Fliehen begrenzt sind, welche 
einem dieser 8 Zeichen entsprechen, sind ungleichendige 
\fach mgliedrige^ eine vorzüglich dann zu gebrauchende Be- 
zeichnnng, wenn m eine ungerade Zahl ist. 

Wenn man demnach von einem Axenkreuze ausgeht, be- 
stehend aus den drei wichtigsten Arten von Axen, niimlich 
einer Hauptaxe und m Queraxen erster und /;/ Queraxen 
zweiter Art, und man bezeichnet in Beziehung auf dasselbe 
die Gestalten der verschiedenen Systeme, denen dieses Axen- 
kreuz zum Grunde liegt, so sieht man, dass die einen nur 
die halbe Anzahl der Flächen besitzen, welche diesem Axen- 
kreuze möglicher Weise entsprechen können, andere nur den 
Tiertea und noch andere bloss den achten Theil dieser An- 
zahl. Man kann daher auch nlUelst der Bezeichnung die 
sftmmtlicheii Gestalten, bei denen ausser der Hauptaxe m Quer- 
axen 1 ster und folgUeh «neb tn Qaeraxen 2ter Art als Maass- 
linien dienen, wsaminewfasflen nnter dem allgemeinen Ans- 
drncke 1- und mnumrig^ ChaiaUm (s, B. 1- und dmaassige 
[157] Gestalti forma mmweaetrimetrica^ 1- und 2maassige, 
forma m&nocaedimeirieaj 1- nnd Imaassige, forma mono- 
caemonomeiricaf u, s. w.) ; damit Jedodi der auf dem Wege 
der Beieiehnung gewonnene Befiiff der 1- und mmaassigen 
Qesialten Tollkonmien mit dem rein geometrischen bereits oben 
entwiekelten ftbereinstimme, muss auob hier festgesetzt werden, 
dass als Messungsqueraxen von einerlei Art nur solche be- 
trachtet werden dürfen, welche auch in der nicht vollzählig- 
fl&chigen Gestalt sich als gleichwerthig verhalten; dann wer- 
den, wenn m gerade ist, die gleichstellig 2 endigen 1 fach 
und 2 fach r;igliedrigen, so wie die ebenbildlich gleich- 
endigen Ifach mgliedrigen und wieder die ungleichendigen 
Ifach und 2 fach 7?igliedrigen Gestalten nicht zu den 1- und 
mmaassigen gehören, wohl aber wenn m ungerade ist. 

Es ist dann z. B. jede 1- und Smaassige Qestait entweder 
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1) cdne flichenvollzählige {forma mono^ 
caetrimetrica hohednea) ; sie iat eine 

gleiohstellig 2 endige 2f«eh 6gliedrige . (o, i^, r) 

2) eine fliehenhalbsiblige (/. m, Amte- 
dirtc«). Diese ist 



Zeichen der ein- 
fachen Gestalten. 



a) gleichsteilig 2 endig Ifacli ögliedrig . 

b) gleiolistellig 2 endig 2 fach 3gliedrig . 



o) gerensteiUg 2 endig 2faeh 3gliedrig . | 

d) ebenbiidlieh 2 endig I faeh Ggliedrig. | 

e) nngleiehendig 2 fach 6gUedrig. . . || 

3) eine flächen v i ertelazäliiige (/.w. ^c^ar- 
toedrica]^ und zwar 

a) gkiebsteliig 2 endig Ifaok 3gliedr^ . 



b) gerasteUig 2eadig Ifaeh 3güediig . 

[158] 

e) eiesbiMUek Senilg Iftieh 3gliediig. 



I 



d) uagleieheBdig Ifaeh 6gliedrig . . 

4' eine flächenachteUafthlige {f.m^km i 
Mmrtöednem); «ie ist 



a 



a, =i=r) 

+ i?, r) 
ö, — r) 
zba, iÄ, r) 

± a, -h rj 

+ («, ^, ^1 

— (ö, r] 

— a, Ä, r) 



a, + 
+ 



— «I 



r) 

Ä, + r) 
Ii, - r; 
± =b 7) 

-i- r) 

+ zbr) 
^B, dzr) 

+ H-r) 
ihi?, drr) 



• • • • 



( +a, +R, 4-»-) 

(+a, -Ä,— r) 
(+«, + — r) 
l—a,+M,-hr) 
(-«, -Ii, +rl 
(-«, -Ä, — r) 



^^^^^^^^ 
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Web von den 1- imd dmtaBsigen Gestalten gesagt worden 
ist, gilt Ton den 1- und mmaassigen, wenn man statt 3 die 
Zahl m nnd statt 6 die Zahl p = 2in setzt, so lange m 
ungerade ist; ist aber m gerade ^ so fallen die Abtheilungeii 
2a), 3a), 3c) und 4) hinweg, indem sie, wenn m = 27i ist, 
bloss l- und ^imaassige Gestalten enthalten. Fordert man 
aber bloss, dass Gestalten, welche man l- und wmaassige 
nennt, m gleichwerthige Messungsqueraxen einer Art haben 

360 

mflssen, welehe sieh nnter Winkeln von - — Graden sebneiden, 

ohne zn fordern, dass auch die Qnermaasslinien, welche awi- 

360 

sehen diesen liegen, den Winkel von Graden halbirend 

tn 

(die tfessnngsquerazen zweiter Art), einander gleichwerthige 
Queraxen seien, so ftllt dieser Unterschied zwischen der Beihe 
der 1- nnd mmaassigen Gestalten, der durch einen geraden 
oder ungeraden Werth von m bedingt wird, hinweg. 

Man sieht leicht ein, dass die Bezeichnung durch die drei 
wichtigsten Axenarten bei solchen 1- und Imaassigen Ge- 
stalten, welche mehr als 3 Arten einheitlicher Axen besitzen, 
nicht gerade nothwendig durch 3 gegen einander senkrechte 
Axen geschehen muss nnd dass man, ohne dass die Art der 
Anwendung [159] der Vorzeichen sich ändert, in einem solchen 
Falle je 3 nicht in einerlei Ebene liegende Axen bei der Be- 
zeichnung zum Grunde legen kann , wenn nur in der Gestalt 
keine andern Axen vorhanden sind, denen eine höhere Wichtig- 
keit zusteht. So also wird man z. B. bei den gerenstellig 
2 endigen 2fach Igliedrigen oder bei den gleichstellig 2 endigen 
Ifach 2gliedrigen Gestalten die 2gliedrige Aze und irgend 
zwei (der unendlich vielen auf diese senkrechten) einander 
unter beliebigem Winkel schneidende 2 fach Igliedrige Axen 
als die drei wichtigsten Axen betrachten können , eben weil 
liier jede der 2 fach Igliedrigen Axen eine eirümtUche Axe 
ist, welche eben so gut wie jede andere yorhandene einheit- 
Jiehe Axe gewfthlt zn werden fthig ist, nm ans ihrem Charakter 
(einer gerenstellig 2 endigen 2 fach Igliedrigen Axe) die Be- 
sehaffenheit jeder andern Axe des ganzen Axensystems zn 
entwickeln*). Aus demselben Grande kann hei gerenstellig 

Dasselbe gilt mit der gehörigen Veränderung für alle gleich- 
stellig 2 endigen 1 fach jygliedrigen Gestalten, in denen p eine ge- 
rade Zahl ist; auch hier können je v Queraxen einer beliebigen 
2ten Art nebst der Hauptaxe als vorzüglich wichtige Axen gelten. 
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2 endigen l fach 1 gliedrigen Gestalten jede Verbindung dreier 
unter beliebigen Winkeln sich schneidenden , nicht in einerlei 
Ebene liej^enden Axen zur Bezeichnuug gebraucht werden, 
weil hier jede denkbare A\e eine einheitliche Axe ist. Man 
wird jedoch von einer solchen Bezeichnung durch unregel- 
mässige Zellen nur daim GeJi>]ra]ioh maclieii} wenn besondere 
Grttnde dieses fordern. 

Abgekürzte Bezeichnung hauptaxiger einfacher 



Wenn es sieh bloss von den wiehtigsten Gesttltemurten 
bändelt, nimlleb von jenen, fttr welcbe kdbier der WerCbe Ton 
ol^ 1^ die Orensen iwiseben 0 und oo flbmduwitety d. b. 
wenn kein solcher Werth negativ ist'*') nnd wenn namentlieb 

die Grösse [160] der einfachen Gestalt unberücksichtigt bleiben 
darf; so kann jedesmal [a:R',r] umgewandelt werden in 

I : 1 : -j^ oder in (zx 1 so dnss, wenn der Stmbl It ab 

lOiuheit betrachtet wird, z den Hauptstrahl a und tj den 
Qu erstrahl r bedeutet. Es kann dann für die tiächeuvoU- 
zähligen Gestalten das Zeichen » \ y die Stolle von [zx 1 : y) 
vertreten« Hnn erbüt. nAmlieb 

l) fflrdie 2 x^flftcbigenBbenrsndner statt (a:i?:r) 

hier [z:\: y\ also 1 **) 

2] für die ^flächigen Kbenrandner 



* Oder wenn von den fläcbenvollzähligen 1- nnd «inaasBigen ' 

einfachen Gestalten ausser den ringsum endlich begrenzten nur solche 
betrachtet werden sollen, welche 1) Säulen oder 2 x/> flächige 
Gegenseitenwandner, 2) ;>fach qnersänli^e 2 x f flächige Schief- 
waudner (welche bekanntlich lür das 1- und Imaassige Axen kreuz 
zu 4flächigen qiiersSaligen Sefaiefwandnem werden) nnd 3) 2flSebige 
Tafeln sind, [100] während von den flächenhalbzähligeu u. s. w. 
Gestalten auch nur die diesen F&llen entspreehenden einfachen Ge- 
stalten berücksichtigt werden. 

Wenn 2/ > 1, SO hat jede Gestalt die 1 ste Stellung; » wenn 
y < 1, die 2te. 



Gestalten. 



Ister 8tellnng ^\\\ — 
2ter Stoliong {ziXiq)* 




. ♦♦♦) q » Cos. 
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3) für die 2 XpMchigQ S&ale (oo: 1 ly)- < • (oo | y) 

4) die pfläohige 8&ale 

Uter Stellimg |c3Q : 1 : — j |oo | ^ j 

2ter Siellnng {cyo: i:q) I ^) 

5J die 2 X ^flächigen pf&ch quersfinligen 

Schiefwandner 1 ster Stellung (2 : 1 ; oo) . . | oo) 

2ter8teUimg («:oo:y), hier (Jq-* 1 ^J^y) ' (o^-i J^^/) 

6) für die 2 X/^üäcbigen Gegeuaeiteuwandner 

Istar äteliuDg (00 : 1 : 00) (00 { 00] 

2ter Stellung (00 5; : 00 : y), hier ^z : i: ^!/^"^^ 1 ^ 

7) fftr die Tftfeülehner 

(2;:oo:ooy), hier (^^^^l-y) - | y)- 

Die Vorzeichen + und — , durch welche die verschie- 
denen l- und T^imaassigen Gestalten unterschieden werdeu, 
welche nur [161] die Hälfte oder den vierten oder den achten 
Theil der Flächen besitzen, die den flächenvollzähligen Ge- 
stalten dieser Art eigen sind^ können hier natürlich bloss in 
Besiehnng «if den HanptatnJü g oder a und den Quer strahl 
t/ oder r berücksiohtigt werden. Man erhält hierdurch Ge- 
stalten, in Beziehung auf welche sieh diejenigen, welche von 
dem Voraeiohen bei mit abhängen, als flächenhalbz&hlige 
verhalten, und es können die Versohiedenheiten, die von + 
oder — bei i2 herrthren, dadnrdi angedentet werden, dass 
in dem Zeichen z [ y der Zwisehenstridi | eine der folgenden 
Gestalten erhält: X I ] [ 

Stellt nimliflh dfe erste der nebenstehenden Figuren dico^ jj^ 
beiden Flügelviertel a und o' dsr, im Dnrehsehnitte senkrecht V 
anf vom Hittelpnnkte des StriJAensystems ans gesehen, not±\± 
ist a tfBix den obem Hsnptstrshl ein linkes nnd a' ftlr den^*! 1^' 
untern Hsnptstrah! ein rechtes Flügelviertel. Das Zeichen ~|_ 
bedeute linkes, das Zeichen | aber rechtes Flügelviertel fttr 
deu Hauptstrahl a, welcher dem 1 iiigelviertel angehört, so 



und daher in diesem Falle «|-^ais|oo, = 
00 I --«oo|oo, oo|j-oo|^, hier - «l^f/. 



1 72 «lob. Friedr. Christiui HmeL 

iBty wie «118 der Betraehtanii^ der nebeiutehendeB Figuren e^ 
heUet, 

(ö) = + ;r-| + y [a') ^ — z |" + y 

= + + y iß') L-Hy 
(y) + « '|_ — y (/) = — « J~ — y 

Man hat hierdurch die Bezeichnungen für die ungleichendigen 
\fach fngliedrigen 1- und m7naassiQe7i Gestalten. 

Wenn («) = (ß) ist, so iet +z L + y iind +2^1+^ 
zu vereinigen in + z \ y\ man erhält anf solche Weise 
bei den ungkichendigen 2fa6b mgliedri^en Gestalten*) 

für (a) = iß) das Zeichen + z \ + y 

(r) = {d) - . +z\-y ! 

uud daher auch bei den uugieicliendigen 2 fach jtigiiedrigen 
Geataiten 

(o) = = (y) - (d) = + « I y 
I162j Ist 

I 

(a) = BO hat man z \ + y 

(ß) = {a') • - - zj +y 

(y) = (<)') - - - « L-y 

(i)= (y'} - - - » J-y. j 

Ist ebenso 

(a) = (d*) M hat man ib « | ± y 

(/*) = (/) - - - ±2 r 
M = (/*') - - - ±«'L + y 

(d)=(«') - - - d=*j:+:y. 

Beide Bezeichnungen sind gültig für ebenbildlich ^leiidige 
\/ach mgliedrige 1- und //imaaasige Gestalten^ je naclideiii 
^ 

\ 

*) Der Fall, wobei (a) = (<l) nnd (y) » f/S) uud (o') « (iT} iinr5( 
(;/') SB (/T) ist, läset sieb auf diesen bier dadnrob redooben, dsMin 
man R mit r vertauscht, also dasjenige r nennt, was doieb J2 Iki^ 
aeiobnet ist, und nmgokebrt. 
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sie als flächenlialbzählige betrachtet werden von den gleich- 
iteüig lendigen 2 fach mgliedrigeii*)| für weiche 

(a) = m = {ß) = («') = * I + y 
M=(<5') =(<?)=(/) =2 l-y, 

oder als flächenhalbzählige Gestalten von den gerenateüig 
lendigen 2fach mgliedrigen^ fflr welche 

(a) = (d')^(ß)^(y') = ±z\±y 

(/) = (/?') = W = M==i=H 

Fflr den Fall, wobei (a) = {a*) geaetst werden nrasa, dient 
daa Zeichen **) ], nm ansndenten, daaa ein in Beziehung anm 
obem Ende der Hanptaxe linkea FlflgelTiertel nnd ein in Be- 
liehnng anm nntem Ende der Hanptaxe aieh aia reehtea yop- 
baitendea als gleiehwerthig gesetat aeien. Fttr = [ß') hat 
nan daa entgegengeaetate Zeichen [. Ea iat daher für die 
jfleicistettig 2endigen ifaeh mglteärtgen Gestalten 



(«) = 


(«') 






(^) 


=»*[ + y 


{y) = 


{/) 


= «] — y 




(«5') 


= 2 [ — y> 



nnd dfther snoh fttr die gleichstellig iendigm \fach pgli^ 
Mgen 1- nnd mmuarigea Qettaiten 

[163] (a) = («') = (y) = (/) = O y 

= (^) = (d) = (d') = 2 [ y. 

Wenn (a) = (y) ist, so wird + « X + y + * 1 — ^ 
nffbnnden io 4-^ Ly» l^i^ daher fttr die unghiohenätgen 
\fach pgUedngen 'OesiiUten 

(«) == [y) = + ^ 'I y 
(/jf} = (d) = 4-« Jy 

(«') = (/) = « J y 

i iß') = = - 

*) Wäre («) « ((T = («') = (cT) und iß) = (y) {ß^) = (/), so 
'iMne man r, was mit J? bezeichnet ist. nnd umgekehrt was r 
I^UBt, und man hat dann die Bezeichnung lür diesen Fall. 

**) Gewiaaermaaaaen eine Verbiadnng Yon ao wie [ eine 
Verbindoog von 
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Wenn (a) = (/') ist , so ist zu verbinden + ^ L "(" y 
mit — z I — d. h. ein för den oberen llauptstrahl als 
links sich verhaltendes mit einem für den unteren Hanptstrahl 
als rechts zu betrachtenden Flächenzeichen, daher d= 2; ] d: y 

Es ist daher fSx die geremieUig Wendigen 1 fach mglie* 
drigen Gestalten 

(a) = (/) = ±z]±g 

(y) = («') i ^5 ] y 

(cV = =^±zlTy. 

Ist endUch (a) = (p?) ^ ^ = (ö) = (a'J == [ß') = {/) = ((5'), 
so ist das Zeiehen fttr die flttoheiiTollsihligen 1- und m- 

maassigen, d.h. ftlr die gleichstellig 2 endigen 2 fach pqMq- 
drigen Gestalten == z \ y. 



IX. Bezeichnung der einfachen hauptaxenlosen 
Gestalten und ihrer Flächen. 

Was die hauptaxenlosen Gestalten anlangt^ so werden 
auch diese am ungektinsteltsten durch Ano^abc der Strahlen 
der 3 wichtigsten Arten von Axen derselben bestimmt. 

Bei der allgemeinsten Gestalt im 8 strahligen Systeme, 
dem 48 wandigen Dreieekflftchner , genügt die Angabe eines 
4gliedrigen Strahles eines 2gliedrigen B nnd eines 3glie- 
drigen Strahles r. 

[164] Das Zeichen (a, U, r) ist*) 



*) Gestalten des 2 fach 3gliedrig S strahligen Systems, bei denen 
einer oder zwei von den 3 Strahlen a, R und r unendlich oder 
null- oder negativwerthig sindj müssen hier von der Betrachtung 
ansgesohlossen bleiben. Die derartigen — Zeichen sind auch hier 
wieder mit dem Strahle, welchen sie betreffen, im Zeichen der €to- 
stalt in Klammern ( ) einzuschliessen [z. B. ( — a, ( — R]^ r)], um 
von den — Zeichen, die sich auf den Charakter der Strahles^ 
permutationen beziehen, unterschieden zu werden. 



,^ .d by Google 



Kirystalloinetrie. 



175 



beim 
8 flächner . . . 

Würfel 

12-Rauten- 

flächner . . . 

8x3 wandigen 
Keilflächner 

6x4 wandigen 
Keilflächner 

24 wand. Lan- 
zenflächner . 

48 wand. Drei- 
eckflächnex . 



(1, U'2, hV'^) 

(1, ya, F3) 
(1, 41/2, «yä) 

(1, v/y2, vyä) 
(i'V'y2,2^v3) 

(1, V'V^ä, ^yäj 



oder 

(1. vi Vi) 

(», yj, iyj) 
(1, yi, iVi) 
(1, »?yi, ivvi) 

U, VVi, iVi) 



oder 

(tyä, syi, 1) 

{xy^aVl 1) 

Uv^, in, i) 

Uy^,-yyi, A)- 



Jede Begrenzungsebene des 4 8 wandigen Dreieckflächuers be- 
findet sich in einer Zelle, für welchCj wenn man sie als eine 
Ecke betrachtet, ein 4gliedriger Strahl ein 3gliedriger r 
und ein 2gliedriger Strahl Ii als Kantenlinien erscheinen, wäh- 
rend ihre 3 Winkel bestimmt werden durch 

Tg. »» == 1 , also m = 45*^ 

Tg. 11=5 y2 - «ä54«44'... 

Tg. / = yf - / = 35° 16' ... , 

wenn m der Winkel von a gegen R und u der Winkel von 
a gegen r und / der Winkel von r gegen R ist. Bezeichnet 
man auch hier wieder die Bestimmungsstrahlen einer und der- 
selben Art, um sie von einander unterscheiden zu können, 
mit Nummern, so hat man für a 



f ttr R 



tfkv r 



a 


a 


a 


a 


a 


a 


1 


2 


3 


4 


5 1 


6, 



R 


R 


R 


jß 


R 


/e 


R 






7^ 




R 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 




10 


41 





1 



r 

2 



r 

3 



r 
4 



r 

5 



7' 

6 



r 

7 



r 

8; 



[165] und es lassen sieh dann die einseinen Zellen wieder 
iiBteTsoheldeit, z. B. a, r oder iS, r n. s. w. 
; III 121 
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U«' Die Abbildung stellt einen Würfel dar, in welchem die 

' G Strahlen a durch Linien wie • , die 1 2 Strahlen 

ü dnrch Linien wie — . . _ . . — . . ^ die 8 Strahlen r 
dnrch solche wie — • — • — • unterschieden sind. Jeder 
solcher Strahl ist an seinem Ende mit dem ihm. beigelegten 
Namen Ej E . , , a, a . , , r, r . , . versehen. Die 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 
Nnmerining der Strahlen emer Art ist als eine willkürlieh 
gewfthlte 2n betrachten. Statt des Würfels könnte jede an- 
dere ringsum geschlossene 2 fach Sgliedrig 8 strahlige Ge- 
stalt, z. B. ein 48 wandiger DreieckflAohner, getotst werden, 
indem hier bloss der Zweck ist, die sämmtlichen Be- 
stimmongsstrahlen in ihren gegenseitigen Lagenyerhftltnissen 
darznsteUen. 

Setzt man nnn: es sei für die Zelle aSr jeder der 3 

1 1 1 

Strahlen positiv, so muss die Permutation der Strahlen a so- 
wohl und die der Strahlen 7^, als auch jene der Strahlen r 
(welche z. B. entsteht , wenn man einen 1 fach 1 gliedrigen, 
in der Zelle a Er befindlichen , Strahl x senkrecht aufwärts 
1 1 1 

richtet und dann die Strahlen einer Art in der Ordnung auf- 
zählt, in welcher sie mit dem Strahle x mehr und mehr 
divergiren, so dass der stärker divergirende nach dem minder 
divergirenden folgt) als eine positive gesetzt werden. 

Man erhält die Permutation der Strahlen a , welche das 
+ oder — Zeichen des Strahles a einer andern Zelle z. B. 
a Er bestimmt, wenn man den dem Strahle x in a Er 
12 1 III 
gleichwerthigen Strahl ^ in der Zelle a Er senkrecht stellt 

1 2 1 

und dann die Strahlen a in der Ordnung aufzählt, gemäss 
welcher jeder folgende mit dem Strahle S ^^^^ divergirt| als 
der vorhergehende. Auf Ähnliche Weise wird die Permntatlon 
der Strahlen M oder r geftinden^ welche für den Strahl B 
oder r das in dieser oder jener Zelle gfll^ge + oder — 
Zeichen bestimmt. Es ist jedoch nicht gerade nothwendig, 
dass man zur Bestimmung des + oder [166] — Zeichens fUr 
M in einer Zelle denselben Strahl x senkrecht anfwftrts ge- 
richtet stelle, welcher bei der Bestimmung des + oder — 
Zeichens für a in dieser Zelle gedient hat, nur muss fib* 
jeden Strahl E (oder ;) in Jeder Zelle so verfahren werden, 
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wie in der Zelle aMr mit Ii (oder r) der Anfang gemadit 

1 1 1 

worden ist Das + oder — Zeiehen, welches ^ner jeden 
Permntation znkommt, wird auf die frflher angegebene Weise 
anfgeftinden nnd dem StraUe a oder M oder r der fraglichen 
Zelle, weleher als Stellvertreter dieser Permntation angesehen 
wird, beigelegt. Es entspricht sonach 



inder 
Zelle 


der Strahl a 

der 
Perrnntation 


der Strahl B 
der Permutation 


der Strahl r 
der FermutatioQ 


aMr 

1 1 1 


+ 146532 


RRMtlLRILRRIL JELRJEt 
+ 1 2 5 3 4 6 7 109 11812 


rrrrrrrt 

+ 1 4 2 3 5 8 6 7 


aRr 
1 2 1 
4 1 1 
1 1 4 
4 1 4 


+ 164352 
+ 416523 

— 1 45632 

— 415623 


— 2 1 6 3 10 5 11 4 97 12 8 

— 1 3 4 2 5 7 6 11 8 10 9 12 
+ 1 5 2 4 3 6 7 9 10 8 11 12 

— 143 527 6811 9 10 12 


+ 1 2435687 
+ 1 1 5 8 2 3 6 7 
+ 4 1 32 8 57 6 
+ 41853276. 



Es ist nicht ndthig, auch die fibrigen Permntationen aofzu-^ 
stellen, da ans den hier bereits angegebenen erhellet: 

1} dasa für je 2 Zellen (wie aRr und aRr)^ welche 

III 121 

einen 4gliedrigen und einen 3gliedrigen Strahl gemeinschaft- 
lich haben, der 4gliedrige Strahl sowohl als auch der 3glie- 
driige in beiden gleiche Vorzeichen hat, während dem 2gUe- 
drigen Strahle der einen ein — Zeichen* gebührt, wenn der 
der andern ein + Zeichen hat; 

2) dass fOr je 2 Zellen (wie aBr nnd aRr oder wie 

III 114 
aRr nnd aJßr), welche einen 4gliedrigen nnd einen 2glie- 
4 11 4 14 

drigen Strahl gemeinschaftlich haben, der 4gliedrige Strahl 
für die eine negativ zu setzen ist, wenn er für die andere 
positiv ist, dass aber dem 2gliedrigen Strahle, so wie den 
beiden 3gliedrigen Strahlen in beiden Zellen gleiche Vor- 
zeichen zustehen; 

[167] 3) dass für 2 Zellen, weiche (wie aRr und aRr oder 

III 411 

Ostwa1d*s KlMsikttr. 88. 12 
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iHe allr uDd aliv] einen 2giiedrigen und einen 3gliedrigen 

III 414 

Strahl gemeinschaftlich haben, der 3gliedrige Strahl für beide 
Zellen gleiche, der 2gliedrige aber ungleiche Vorzeichen be- 
sitze, während die 4gliedrigen Strahlen beider Zeilen gleiche 
Vorzeichen haben; 

4) daas der Sgliedrige Strahl, wie ans den drei Yoriier- 
gebenden SAtcea falgt^ hi jeder Zelle poeitiT zu setaen sei, 
wenn der der einen als positiv gesetzt ist 

JUl* Stellt man sich daher unter den (Quadraten r r r r und 

14 3 2 

313. r r r r eben so bezeichnete Flächen des Würfels rrrrrrrr 
1485 12345678 

314. vor, sieht man ferner jedes der Dreiecke aür oder aür 

III 114 

n. 8. w. als den Stellvertreter einer der 48 Zellen an und 
schreibt in jeden Winkel dieser Dreiecke das Vorzeichen ein, 
welches dem Strahle, der sich in dem Scheitel des Winkels 
endigt, für die Zelle gebührt, deren Stellvertreter das frag- 
liche Dreieck ist, so lässt sich ans Figar 314 leicht die 
9if' ^gnr 315 ableiten. Sie stellt die Gesammtheit der Flächen 
' des Wflrfels (Nets des Würfels) dar in einer solchen Ver- 
bindung, dass man, wenn jede solche Fliehe mit der andern 
dnrch ein Sehamiergelenk*) verbunden nnd um dieses bo- 
weglieh wiie, dnreh Benntinng der Bewegong, [168] die auf 
diese Wdse geitattet ist, leidit einen wflrfdfdrmigen Baam 
mittelst dieser Fliehen ehiansehliessen im Stande wäre. 



*) Man verfertigt aus Pappe Modelle von ebenflächigen Kör- 
pern dadurch , dass man Netze derselben auf ein ebeues Stück 
Pappendeckel zeichnet, diese ihren äusseren Grenzlinien gemäss 
beschneidet und diejenigen Grenzlinien der einzelnen Flächen, mit 
wdchen sie im Netie an dnander stossen, dnreh einen, nur die 
hidbe Dicke der Pappe durchschneidenden Einsehnltt sn Stell« 
Vertretern der oben erwähnten Schamiergelenlce umwandelt und 
dann nach und nach durch Benutzung der so gestatteten Bewegung 
die Umschliessung eines körperlichen Raums zu bewirken sucht, 
indem man die Flüchen au den Kanten, welche sich bilden, da wo 
es nöthlg ist, yorläufig mit (einer hierzu vorzüglich geeigneten 
möglichst soblecbten Sorte von) Siegellaclc heftet, welehe nachher 
zu besserer Befestigung mit Leim überstrichen werden. Die erstea 
Kry Stallmodelle der Art hat Augustin Philipp Betzold gefertigt. 
Verjjleiche WaekcmageVs Netze ZU Kaumer'd ABC -Buch der 
Kryötallkuude. Berlin 1822. 
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Es xerfallen sonaeh die 48 Zellen in folgende 4 Arten: 

a) + + M, + r oder s=r + a, + r 
ß) + üj — 22, + r s-f-o, — r 

y) -^-a^ — 11, +r = — a, — R, r 

ö) — a, + .ß, + r = — a, + 22, r, 

« 

Man sieht hierana, daas es am iweekmftssigsten ist, den 3gli6- 
drigen Strahl r s= 1 zu setsen nnd den Werth, welchen a hat, 
dnrdi 0?, den aber, welchen R hat, dnrch y zn bezeichnen, 
wenn von Flächen 3gliedrig 4axiger Gestalten oder von diesen 
Gestalten selbst die Rede ist nnd es nicht auf die Grösse der 
einfachen Gestalt ankommt. Der allgemeinste Ausdruck für 

(a, R^r) ist dann == (arVs, yVf , l); aus ihm können fttg- 

lich die Grössen 1^3 nnd Vf und 1 wegbleiben, wenn man 

nnter x \ y sich stets {xYz^ V^i} 0 ▼orstellt, so dass 

jeder Strahl 

a = {irVs =s dem anfachen des Strahles a beun Sfläch^er, 

r = l s=-l - - . r- 

an gesehen wird, mithin bloss die Angabe von z nnd y noth- 
wendig bleibt. 

Das Zeichen rr | i/ = (a, 2?, r), in welchem kein Vor- 
zeichen angegeben ist, bedentet daher eine flächenvollzählige 
^gliedrig 4axtffej d. h. eine (2 fach agliedrig) Hatrahlige 
einfache Gestalt^ in welcher die Zellen a, /, d alle als 
einander gleichwerthig betrachtet werden mftssen*). 



*} Diese Gestalt wird, wenn x \ y gleich ist: 



4 



X 
X 



1 der Sfläcbner, 
\ der Würfel, 

\ der 12-Rauteiiflächner, 

X ein 8x3wandigcr Keilflächner, 

I ein 6x4waDdiger Keilflächner, . 

\x 

ein 24 wandiger Lanzenfläohner, 



Zx + 1 

X I y ein 4S wandiger Dreieckfliichner. 

Ausser den Gestalten 1 | 1 und ^ \ \ und \ \ § kommen an Krystali- 
gestalten gewöhnlich vor 2 verschiedene SxSwandige Keil- 
flachner, nämlicb \ \ \ der eine nnd ( | f der andere; 3 verschiedene 
ttx4wandige KeilflScfaner, erstlich f|), zweitens \\ \ nnd 

12* 
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[169] Eins der beiden Zeichen x \ y = (+ Ä, r), 
weiches die Flächen (a) nnd {ß) nmfasst, oder — ^ \ V 
= ( — a, Rj r]y welches für (y) und (<5) gilt, bedingt eine 
flftohenhiüibzfthiige (hemiedrische) ^gliedrig Aaxige Gestalt 
und iwar eine (2faeh 3gliedrig) Asiraklige. Es bedeutet 
also + ^ I y ^6 fragliche Qeetalt der ersten nnd — x \ y 
jene der 2ten Btellnng für ein nnd dasselbe unbewegt blei- 
bende Strahlensystem. Diejenigen Zeichen, bei denen y = } 
ist, bedeuten in ihren beiden Formen, nimlich + ^ | f vi^^ 
— X I I , eine nnd dieselbe Gestalt in einer nnd derselben 
Stellung, oder yielmehr es ist bei ihnen kein Unterschied 
zwischen Ister und 2ter Stellung; daher ist: 

ftr den Wflrfel + = _ ||| , 

für den r2-Rautenflächner + ! I I = — 1 I I » 

far den 6X 4 wandigeu Keildächner + x \ ^ s= — ^ | }• 

Uebrigens ist 

+ l I 1 der 4 flächner 1 ster Stellung, 

— 1 I 1 der 4 flächner 2 ter SteUong, 

+ x\ X em 12-Lan2enflächner Ister Stellung, 

— X \ z ein 12-Lansenflftchner 2ier Stellung, 

+ X \ ^ , , ein 4 X 3 wandiger Eeilflftchner Ister Stellung, 

oX -f- 1 
^X 

— ^ I t: — TT ^ 4 X 3 wandiger Keiiiiächner 2 ter Stellung, 

' 3a; + 1 

-|- ^ I y ein 24 wandiger Dreieckflächner Ister Stellung, 

— o; I y ein 24 wandiger Dreieckflächner 2 ter Stellung; 

für y = X ist: 

beim Sflächner l | + 1 = 1 | — 1 , 



beim i2-Rautenflftchner f 
bei den 8 X 3 wandigen Eeilflächnem x 



+ flf = « I — a?; 



drittens i | ^; [169] ferner 2 verschiedene 24 wandige Lamen- 
flSchner, erstlich 1 1 { und zweitens und endlich 3 yerschie- 
dene 48 wandige Dreieckflächner, erstlich 1 1 sweitens i | } und 
drittens Ali« 
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beim Sflächner 1 | + 1 = 1 | — 1 , 

beim Wttrfel il + 5 = l I - L 

bei den 24 wandigen 

Luzenfliehneni x \ + j^^^^ z \ - J^^- 

[170] Dagegen ist ausserdem 

^ I + f Zeichen für einen 12 wandigen Sterzenfläcbner 
leter Stellung, 

X \ — I das Zeieben für einen soleben Körper 2ter Stel- 
lung*). 

Eins der beiden Zeichen, nämlich x \ y = [Uj + r), 
welches (a) und [c)) bej^rcift, und x \ — y = [a, — 7t, r), 
welches {ß) und (/) als glcichwerthig umfasst, bestimmt eine 
ßächenhalbzählige ^tf/liedrig \axige Gestalt und zwar eine 
(Ifacb Sgliedrig) 2 X ^sir ahlige» Ist dabei y = x oder 
^x 

y = - — -j— , so füllt der Unterschied 1 ster und 2 ter Stel- 

Inng, welober swiseben + x\y nnd — x\y vorbanden ist, 
binweg, daber ist 

^ I + y das Zeichen für einen 24waudigen ViereckÜäcbner 

l ster Stellung, 

x\ — y das Zeieben für einen soleben 2 ter Stellang**). 

Jedes der beiden Zeieben: 

db I zb y s (d=a, d= jß, r), 
welebes für (a) und (/] gilt, und 

±ix\ y =[±a^^ 11, r), 
welebes (ß) nnd (<)) als gleicbwertbig betriflft, 

liefert eme fläehenhMzählige "^gliedrig ^aadge Gestalt^ 
welebe eine ifaeh Zgliedrig SsiraMiffe ist. IMe erste di^r 
beiden Qestalten dzx \ dzy verbftlt sieb zur 2ten | + y 



*) z. B. f I -h f und 4 1 — i oder 41 + 1 und 4 | — § oder 

^ I + ^ und J 1 

♦♦j z. B. 1 1 + 4 und f I — i oder J | + J und 1 1 — } oder 
Al+*nnd,\|-}. 
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gegenbüdlioh; jene ist eine rechte, wenn diese eine linke ge- 
nannt wird. 

Wenn y einen der 3 Wexthe y = - — — r oder y ^ x 

(also auch y — x:=^ 1 ) oder y = | hat, so verschwindet der 
Unterschied zwischen der rechten Gestalt dz | dz y und der 
linken ■±. x \ sofern sie als einfache Gestalt auftritt; 

ausserdem aber ist dieser Unterschied vorhanden und die ein- 
fachen hierher gehörigen Gestalten sind die 24 wandigen Fünfeck- 
flächner; z. B. ± I I ± I und d: f I 4= I oder d: f | d: | 
und zb I I -H -J u. s. w. 

[171] Jedes der Zeielien 

— x\ — y = (— a, — i2,r) = (y) 

giebt eine fiächenviertelszäklige Zgliedrtg iaxtf/e, d. h. eine 
Ifac/i 'dgliedrig ^stnMife einfache Gestalt. Die beiden 
Gestalten + x \ + y nnd — x \ — y sind ebenbildlich; das- 
selbe gilt fOr + ^ I — y lind — x \ + y. Zwei Gestalten 
+ x I +^nnd + :r | — y (oder — x \ — y nnd —x \ +y) 
verhalten sich gegenbildlich. Wenn 

+ X \ + y die rechte solche Gestalt 1 ster Stellung bedeutet, 

so ist auch 

■ — x\ — jj die rechte 2ter Stellung, 
+ I — y die linke l ster Stellung, 
— ^ I + y die linke 2ter Stellung. 

Wenn tj = | und x =^ \ oder = ^ ist , so fällt die 
Unterscheidung in rechte und linke Gestalten, so wie in solche 
Ister und 2ter Stellung weg, wenn die Gestalt als einfache 
auftritt. 

Wenn y = | , so ist -f- ^ | + f und — x \ -f- ein 
12 wandiger Sterzenflächner von einer und derselben Form und 
Stelluno:. Dasselbe gilt für — x \ — | und + ^ I — f bei 
dieser Bedingung für den 12 wandigen Sterzenflächner 2ter 
Stellung. Bei der nämlichen Bedingung gehören die beiden 
Ausdrticke + ^ | + f und — x \ -|- | einem und demselben 
12 wandigen Sterzenflächner Ister Stellung an. Ebenso giebt 
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— x\ — } sowohl als + ^ I — } oiDon solchen Körper 2 (er 
SiellaDg. 

Wenii y = xiB% so ist +x \ +x sowohl als +^ | ^ 
ein 12-Lanzenflflohner Ister und — x\ — x sowohl als 

— o; I + « ein 12-Lanienfläehner 2ter Stellang. 

Wenn y = ^ ist, so ist + a; [ + 3^^^ sowohl 
4 X 

als + ^ I — ' o r ein 4 X 3wandiger Eeilfliohner Ister 

nnd — X \ — r-7 sowohl als auch — ^ 1 + r tt 

* 3« + 1 * 3« + 1 

ein solcher 2ter Stellung. 

Ausserdem ist + ^ | + y oin 12 wandiger Fflnfeck- 
flächner, der von dem ihm ebenbildlichen — x \ — y durch 
yerschiedene Stellung sich unterscheidet, [172] während er zu 
den bdden in yerschiedenen Stellungen befindlichen einander 
ebenbildlichen linken Körpern + ^ | — V — ^ \ + y 
sich gegenbildlich verhält. 

Auf ähnliche Weise sind bei '^gliedrig 10 aztgen Ge- 
stalten 120 Zellen vorhanden, von denen jede als eine Ecke 
betrachtet werden kann, deren Scheitel oder Spitze im Mittel- 
punkte des Körpers liegt und deren Kantenlinien zusammen- 
fallen die eine mit einem 5gliedrigen Strahle a, die andere 
mit einem dazu nachbarlichen 2gliedrigen Strahle Ii und die 
3te mit einem gegen beide nachbarlichen 3 gliedrigen Strahle 
r, welche als die Bestimmungsstrahleii dieser Zelle betrachtet 
werden müssen, wenn man auch hier die 3 wichtigsten Arten 
von Axen bei genauer Bestimmung der verschiedeneu Gestalten 
zum Gründe legt. Es ist fttr den 12 flächner 

(a,i2,rj = (l, KiV5 (V5 — l), )/5 (K5 - 2)) . 

Aus den oben gegebenen Formeln Uber die wichtigsten Yer«" 
hältnisse einer 5 kantigen 5 winkligen Ecke mit Kanten von 
120^ lassen sich die Werthe des Ausdruckes [a, Bj r) fXtt 
den 20flächner und den 30-Rautenfiächner leicht ableiten, so 
wie die allgemeinen Formen desselben für die 20 X 3 wandigen 
Keilflächner und für die 60 wandigen Lanzenflächner *]. 

*) Vergleiche auch Jtothe'B Arbeiten: »Ueber die regulären 
geometrischen Körper, die daraus entstehenden Bhomboidalkdrper 
und insbesondere über das Rhomboidal-Triacontaeder« in Kastner^s 
Archi? f. d. ges. N. 1S25. IV. 2. a 1— ISO und 3. S. 257— aoo. 
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Nimmt man aach hier aii| dass in einer der Zellen jeder 
der drei Bestimmungsstrahlen R und r einer positiven Per- 
mutation der sämmtlichen Strahlen seiner Arft entspreche und 
daher für diese Zelle als positiv zu setzen sei, nnd bestimmft 
man auf ähnliche Weise, wie bei den 3gUedrig 4axigen Ge- 
stalten angegeben ist, die Permntation der StriJilen o, so wie 
jene der Strahlen M und der Strahlen r fftr jede Zelle, so 
ergiebt sieh: 

1) dass fttr jede Zelle der 5gliedrige Strahl derselben 
einer positiven Permutation der Strahlen seiner Art entspreehe, 
mithin als ein positiver zn betrachten nnd mit + a zu be* 
zeichnen sei; 

2) dass ebenso der 3 gliedrige Strahl für jede Zelle einer 
positiven Permutation der sämmtlichen Strahlen seiner Art 
entspreche und also = r zü setzen sei; 

[173] 3) dass der 2 gliedrige Strahl für je 2 Zellen, welche 
ihn und einen und denselben r)gliedrigen Strahl gemeinschaft- 
lich haben, Permutationen der sämmtlichen Strahlen 7? mit 
entgegengesetztem Vorzeichen entspreche, also für die eine 
= + -^j für die andere = — Ii zu setzen sei; 

4) dass eben so für 2 Zellen, welche einem und dem- 
selben 5gliedrigen und einem und demselben :^gliedrigen 
Strahle angehören, die Strahlen Ii Permutationen der Strahlen 
ihrer Art mit entgegengesetztem Vorzeichen entsprechen, so 
dass also, wenn der eine für die fragliche ihm angehOrige 
Zelle =-^M ist, der andere für die seinige, von der die 
Rede ist, = — ^ zu setzen sei. 

Der durch eine Abbildung versinnlichte Theil des Netzes 
' eines 12fläehners zeigt, wie auf solche Weise jeder Strahl J2 
fOr 2 der ihm angehörigen Zellen als + ^ imd fflr die beiden 
andern = — JR zu setzen ist nnd wie 2 benachbarte 2glie* 
drige Strahlen sich in dieser Hinsicht verhalten. Jedes der 
10 Dreiecke, in welche jedes der regelmftssigen Fflnfecke zer- 
legt ist, dient nämlich gewissermaassen als Stellvertreter einer 
der 120 Zellen, von denen nnr 30 in der Abbildung ange- 
deutet sind, ans denen die übrigen sich leicht ergänzen lassen. 

Alle Zellen sind daher entweder 



Die Fi<^. 316 befindet sich auf der ersten Tafel des 



oder 



zweiten Bündchens. 
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80 dtts der Untersohied sieh ansdrllokeii Utost duroh a, + Bj r 
Hnd a, — Bf r. Beachtet man das Yondchen bei B nicht, 
80 hat man das Zeiehen (a, J?, r) fdr eine ßäehAwolbähUge 
Zgliedrig 10 azigef d. h. für eine 2/ii«A ^gUedrtg 20 airahliffe 
Gestalt Achtet man aber auf diesen Unterschied, eo bedingt 
jedes einzelne der beiden Zeichen (a, r) und (a, — i?, r) 

eine fläcbenhalbzählige 3gliedrig lOaxige, d. h. eine 1 fach 
Hgliedrig 20strablige Gestalt. Beide Gestalten +it, r) 
und [a, — By r)) verhalten sich im Allgemeinen gegenbildlich. 
Dieses spricht sich aus bei den 60 wandigen Fünfeckfläcbnern, 
bei welchen das Verhiiltniss a:B:r ein solches ist, welches 
einem 120 wandigen Dreieckflächner entsprechen würde, wenn 
von dem + oder — Zeichen bei Ii abgesehen würde. Ist 
dieses Vorhältniss aber kein solches, so sind die beiden 
Zeichen für eine Gestalt gültig, welche, als einfache Gestalt 
fOr sich betrachtet, ihrem Qegenbilde ebenbiidlioh ist 
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L Messers Lebensgang und wissenschaftUclie 

Bedeatung*). 

Johann Fncdrirh Christian Heascl wurde am 27. April 
1796 zu Nürnberg als Sohn eines Kaufmannes geboren. Nach- 
dem er seine Vorbildung durch Privatunterricht und an der 
Nürnberger Industrieschule (späteren Kealstudienanstalt] er- 
halten , studirte er vom Herbst 1813 an Medicin in Erlangen 
und Würzbarg I wahrend er zugleich eifrig mathematischen 
und naturwissenschaftticlien Studien oblag. Im Herbst 1817 
erwftrb er in Würsburg den Grad eines Doctors der Medicin 
imd sog hieranf so weiterer Ansbildimg nach München« Dort 
wurde er dueh e. Bmsokl mit v. Leonhard bekannt gemaeht, 
mit welchem er als dessen Assistent nach Heidelbetg ging. 
Hier betrieb er eifrig das Stndinm der OiylEftognosie und 
Krystallkonde, ausserdem der Mathematik, Physik nnd Chemie 
vnd erwarb am 24. JaDnar 1821 die philosophisehe Doetor- 
wflrdei sowie bald daranf die Reehta eines Piivatdeeenten der 
ünitrersitst. Bereits im Herbst 1821 wurde er als anssn^ 
ordentlicher Professor der Mineralogie, Technologie und der 
damit verwandten Wissenschatten nach Marburg berufen und 
nach vierjähriger erfolgreicher Thätij2:keit im Herbst 1825 
zum ordentlichen Professor befurdüit. Als solcher ist er bis 
zu seinem am 3. Juni 1872 erfolgten Tode, nachdem er am 
1. October 1871 in aller Stille sein öOjähriges Jubiläum als 
Professor begangen hatte, an der Universität Marburg thätig 

♦) Vgl. den Aufsatz des Herausgebers J?./fe«*.* J. F. C. Hessel. 
Zur SUcularfeier seines Geburtstages. Neues Jahrb. f. Mineral. 1896. 
Bd. II, 8. 107—122. Dort finden sieh ansflibriiehere Angaben Aber 
den Lebensgang Ressers, seine Bedeutung als Lehrer nnd Forsehery 
sowie ein voUständiges Yeneiobniss seinor Schriften. 
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gewesen. Hesaely eine einfaohe und beeelieiclene PeradnUeh- 
keil, war bis in Bein spätes Alter geistig fHseh nnd fhitig; 
^ bekleidete im Lanfe der Jabre nebenbei eine grosse Ansabl 

von Ehrenämtern, in welchen er sich um die Yerwaltang der 
Universität und der Stadt grosse Verdienste erwarb. 

Hessel hat als Lehrer, Forscher und Schriftsteller eine 
sehr vielseitio^e Thätigkeit entwickelt. Er las, seinem Lehr- 
auftrag entsprechend, über Oryktognosie, Geognosie, technische 
Mineralogie, Bergbau, Stöchiometrie, über Technologie, dann 
aber mit besonderer Vorliebe über Geometrie, insbesondere 
Stereometrie, Polyeder mit und ohne Hanptaxe, Perspective, 
Mechanik, Analysis des Endlichen u. s. w. Als Forscher und 
Schriftsteller hat er auf den Gebieten der Mineralogie und 
Geologie zahlreiche gründliche und erfoigreiche Untersuchungen 
angestellt nnd veröffentlicht, ausserdem mit Physik, Astro- 
nomie, Chemie, Zoologie nnd Botanik eingehend sich besehäf- 
tigt; nach seinen wissensehaftUohen Leistungen ist er Torsngs- 
weise als Mathematiker und zwar specieil als scharfsinniger 
nnd bahnbreehender Forseher in dem Gebiete der Gestalteniehre 
nnd EiystaUkonde m wtlrdigen*). 

Das Yorliegemde, nen heransgegebene Werk Hessera, 
welehes als Artikel i^Kry statt* 1830 in OehJer^s physika- 
lischem Wörterbnehe ersäüen ist als die Hanptieistnng 
HßtseFB zn beseichnen. Als eins seiner wichtigsten Resnltate 
enthilt es, wie Sohncke***) richtig herrorgehoben hat, die 
zuerst meäiodisoh abgeleitete Anfiitellnng der 32 allein mög- 
lichen Kry Stallklassen. Indessen muss betont werden, dass 
weitaus der grösste Theil des Buches ganz allgemeine, von 
rein geometrischem Gesichtspunkte ausgehende Untersuchungen 
über die Gleichwerthigkeit der Theile irgend eines Raum- 
gebildes in Beziehung auf eine Axe bringt und das Problem, 
die sämmtlichen möglichen Arten der Symmetrie eines solchen 
zu bestimmen, zur Lösung führt. Erst nachdem das Ratio- 
nalitätsgesetz, welches Hessel > Gerengesetz« nennt, in die 



*] Vgl. den oben eitirten Anfsats des Herausgebers. 

**) Ein durch Angabe der vielen Druckfehler, Vorrede und 
Inhaltsverzeichniss vervollständigter Abdruck erschien 1831 (Leipzig 
bei E. B. Schwickert). Auf diesen Abdruck besieht sich die hier 
angegebene Pagin irimg. 

♦♦♦) L. Sohncke y Die Entdeckung des Eintheilungsprincips der 
Krystalle dnreh «T. F. C. H$89bL Zeitsohr. f. Kryst 18. 1891. 
46e--498. 
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Betrachtung eingeführt ist, ergiebt sich die beschränkte Zahl von 
32 allein möglichen Symmetriearten fftr die Gestalten, welche 
diesem Gesetze unterworfen sind, nämlich für die Krystalle. 

In Betreff einer eingehenderen Würdigung der Bedeatnng 
der von Hessel in diesem seinem Havptwerke niedergelegten 
Untersnebnngen mnss hier auf den dtirten Anfsats des Herans- 
gebers nnd die angeführte Abhandlung von Sohneke ver- 
wiesen werden; der letstere bat im Wesentiicben den von 
Hessel befolgten Gedankengang mit besonderer Berfteksicbti- 
gung der krystallographiseben Anwendung in klarer nnd flber- 
sichtlieher Darstellung wiedergegeben. Es möge noch erwilhnt 
werden, dass Hessel später noch im Anschluss an das Haupt- 
werk erweiternde und vervollständigende Untersuchungen über 
die Anzahl der Parallel- und Coincidenz-Stellungen eines jeden 
denkbaren Raunidinges mit seinem Ebenbilde und seinem Gegen- 
bildo veröfieutlicht, ferner statische Beziehungen in die Be- 
trachtung eingeführt und endlich in seiner letzten (1871 er- 
schienenen) Schrift die Aufstellung der sämmtlichen möglichen 
gleiclieckigen , sowie der ihnen polar entsprechenden gleiob- 
Üächigen Polyeder der ersten Art gegeben hat*). 

Hessel'a Hauptwerk blieb nach seinem Erscheinen bis 
znm Jahre 1891 fast gänzlich unbeachtet, wozu allerdings die 
etwas schwer verständlichen allgemeinen Untersuchnngen, die 
mitunter scbwerfl&lligen nnd umständlichen mathematischen 
Entwicklungen, ausserdem die eigenthümliche deutsche Kunst- 
sprache'*''*') und auch die sehr zahlreichen Druckfehler der 
ersten Ausgabe beigetragen haben mOgen. Die späteren 
Bearbeiter desselben Problems , wie ProeoM***) (1849), 
Gadoltn (1867}, Ourie (1884), Mifmigerode (1887) n. A. 
haben, ohne die Arbeit Hesset% zu berfloksiobtigen , freilieh 



*) Vgl. in dem citirten Aufsätze des üerausgebers die unter 
A S, A. 11 und A. 13 aufgeführten und besprochenen Schriften 
JlesseVs. 

Vgl. die von SttBel gegebene Rechtfertigung dieser Kunst- 
sprache auf S. 4 der Vorrede. 

***) Die Abhandlungen von A. Bravais über symmetrische 
Polyeder sind als Nr. 17 von Ostwald's Klassikern der exacten 
Wisseuschafteii herausgegeben. — Jiravais scheint die HessePsche 
Arbeit etwaö gekannt, aber nicht vollständig verstanden zu haben; 
hierauf bezieht sich eine spätere Bemerkung J£e$8ßl^n (in dem Pro- 
gramm A. Ii), in weloher er feststellt, dass Bravais bei seiner Auf- 
stellung eine Klasse, die der sph(Mioidischen ViertelflSchner des 
tetragonalen Systems, übersehen habe. 
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auch imter Anwendung eleganterer Methoden, wie z. B. der 
BenutzoBg der Projeetion auf eine Kngelfläche, der Beziehungen 
£ur Qmppentheorie v. 8. w., dieselben Beeoltate, wie Heitel^ 
erhalten. 

Wenn aneh sehen Quemtedt*) im Jahre 1879 Hessel 
einige Gereehtigkeit widerfahren liess, indem er ihn als einen 
gründlichen Vorläufer von Ißller bezeichnete und den Um- 
stand ^ dass Sessels vortreffliche Hauptarbeit wenig Beachtung 
in Deutschland ftnde, lediglieh der eigenthflmlichen Darstellung 
und Nomenclatur HesseV% zuschrieb , so hat doch erst im 
Jahre IS91 />. Sohncke in der mehrfach erwähnten Abhand- 
lung durch eine dankenswerthe historische Studie auf Hesseräj 
als des Entdeckers des Eintheilungsprincips der Krystalle, 
grosses Verdienst nachdrücklich hingewiesen. 

Unmittelbar nach dem Erscheinen der Sohncke'Bchen 
Arbeit wurden auch durch A. Schoetifiies in einem inhalt- 
reichen Buche**) die Verdienste HesseV^ bezüglich der zuerst 
von ihm aufgestellten, durch ihre Symmetrie von einander ver- 
schiedenen KrystaUklassen gebührend gewürdigt und in helles 
Licht gesetzt. Indem Schoenfiies die Beziehungen dieser Unter- 
suchungen zu den rein mathematisohen der Gruppentheorie 
entwickelte und heryorhob, maehte er auch die Mathematiker 
mit den Leistungen Hessels auf diesem Gebiete genauer be- 
kannt. 

Endlieh darf der Herausgeber, welcher noch ein Schiller 
Hessels zu sein das Glttck hatte, wohl auch hier darauf hin- 
weisen, dass er, an die letzte Hessels^ht Arbeit anknüpfend, 
schon vom Jahre 1872 an bemüht gewesen ist, in zahlreichen 
Schriften***) und einem ausführlicheren Buchef) die grund- 
legenden Leistungen Hesselns in der Theorie der gleicheckigeu 



JFV. Jug, QiieNiM^, Gruudriss der bestimmenden und rech- 
nenden Rrystaflographie. Tttbingen 1873. S. dl der gesohichüichett 

Einleitung. 

**) A, Sehotnfiiea^ Krystallsystcme und KrystaUstructur. Leip- 
zig 1891. 

♦**) E. Hess, Sitzungsberichte der Gesellsch. z. Bef. d. ges. 
Natur w. zu Marburg 1872—1882. — Ueber gleicheckige und gleich- 
kantige Polygone. Cassel 1874. — Ueber die zugleich gleicheckigen 
und gleichfliiehigen Polyeder. Cassel 1876. — Ueber vier Archi- 
medeisehe Polyeder höherer Art. Cassel 1878. 

i) E. JETeM, Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung 
u. 8. w. Leipzig 1883. 
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und der gleich flftohigea Polyeder naeh Gebühr sa wfirdigen 
Bad zur Aiierkeiiiiimg sn bringen. 

Neebdem mumielir eine spätere Generation dem gründ- 
liehen Forseher den ihm gebflhrenden Lorbeer, welchen ihm 
• sdne Zeitgenoeaen verweigerteoi aaerkanat hat, wird die £in- 
reihang sänes Haaptwerkea ia die Werke der Klaidker der 
euetea Wiseenaehafken die Billigaag and Znetimmang der 
Faehgeaossea fiadea* Der Heraaegeber, weleher all Sehfller 
He9»eV% der aa iha eigangenea Aafforderaag nut groaaer 
Freade gefolgt ist, hat tit^ aieht fdx bereehtigt gehalten, aa 
dem Inhalte des Werkes wesentliehe Aendemngen TorBaaehmen, 
so nahe es auch gelegen hatte, an manchen Stellen etwas 
einfachere und dem gegenwärtigen Stande der Mathematik 
mehr entsprechende Eutwickelungen zu geben ; er hat sich 
vielmehr darauf beschränkt, unter Vornahme einiger Kür- 
zungen weitere Druckfehler der zweiten Ausgabe uud offen- 
bare Versehen zu beseitigen und mehrere Noten hinzuzufügen. 

Möge das klassische Werk HessePs in dem neuen Ge- 
wände bei den Mathematikern uud Mineralogen immer mohx 
die verdiente Anerkennung und Würdigung finden 1 



II. Specielle Noten anm Text des ersten Bäadehens. 

Zu S, 20. Die von Hersel eingeftthrtea Beaeiehanngen 
ehenhildlich gleich (statt deekbar, ooagraent) aad gegemdfüd- 
lieh gMeh (statt spiegelbildlieh , symmetnseh) dflriten wohl 
als besonders nässend ananerkennen s^a, da ihnen aaeh die 
Snbstaativa EoenbUd and GegenUld (bei. NehengcfjenMd) 
eatspreehen. 

Zu S. 26 flg. Der Aasdraek p-gUedrig fitr Btndilen- 
systeme, ebene Figuren, Körper, insbesondere fBr Axen ist 

gegenwärtig durch den von Sohncke eingeführten p-zähKg 

verdrängt worden. 

Zu S. 32 Anmerkung. Die von Hessel hier eingeführte 
Bezeichnung pseit für ein (einfaches) reguläres y^eck steht 
nicht in Uebereinstimmung mit der seit Steiner allgemein an- 
genommenen Bezeichnung der neueren Geometrie, nach welcher 
eine durch p Gerade gebildete ebene i^'igur ein (voiiätäudigea) 
paeit heiflst. 
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Zu tS, 40 uDten und 41, Der kürzere nnd bezeich- 
nendere Ausdruck: >direct symmetrische Mittelebene € ist von 
Hessel Belbst in späteren Schriften, wie auch in seinen Vor- 
lesnngen gebrancht worden. 

25u S. 43. Die charmkteriBtische Eigenschaft einer »geren- 
8teUigeB€, l^-glledrigen Aze eines Kdrpen lässt sich (nach 
Sohnehe a. a« 0.) auch so ansdrflcken, dass die Flächen- 
Tertheilang nm die beiden Enden einer solchen Axe ^henoi- 
diseh ist, d. L dass bei Halbinuig des Körpers dnreh eine 
senkrecht lur Axe dnrch das Gentram gelegte Ebene die 

360^ 

Flächen der einen H&lfte dnrch Drehung nm diese 

jt?-gliedrige Axe in direct symmetrische Lage zu den ungedreht 
gebliebenen Flächen der anderen Hälfte gelangen. — Der 
Ausdruck ygere7istellig€ ^ wie der später gebrauchte ^ Geren- 
gesetzt (unter XITI des zweiten Bändchens) rührt von -»Gere*. 
her, welche bei norddeutschen Tischlern die Diagonale eines 
Quadrates bezeichnet. 

2^ S. 64, Die hier gegebene Vereinigung der hanpt- 
axigen Strahlensysteme in 1- und m-maassige Systeme ist fttr 
die betrachteten Fälle m = 3, 2, 1, wie sich später ergiebt, von 
fundamentaler Bedeutung fttr die Aufstellung der hauptaxen- 
losen ErystaUgestalten. 

Zu S. 151^156. Den hier entwickelten Thal der Be- 
zeichnungslehre hat Hessel selbst als wesentlicher Yerbesserung 
nnd einer ausAhrlichen Erläuterung, welche namentlich mehr 
geometrische Anschauung gewähre, bedllrftig bezeichnet. In 
der Tabelle S. 154 [Z. 8 u.) —155 hätten ausser den For- 
meln (( — a), oo, oo), (oo, ( — 1), cx>) und (oo, oo, { — 1)) 
auch alle jene Formeln wegbleiben müssen, welche drei Minus- 
Zeichen oder zwei Minus- und ein Unendlich -Zeicheu ent- 
hielten, und zwar aus dem auf S. 155 Z. 15 — 20 angegebenen 
Grunde und weil sie erst im Abschnitt X (S. 3 flg. des zweiten 
Bändchens) ihre gehöris^e Deutung erlangen. Die Zahl der 
59 angegebenen Fälle vermindert sich hiernach um 7+9 = 16, 
sodass 43 wesentliche Fälle übrig bleiben. 

Zu S. 158. üie hier und im Folgenden benutzte Ein- 
theilung der Permutationen in die beiden Classen (der posi- 
tiven und der negativen Permutationen) ist die bekannte von 
Bezoutj Laplace und Mollweide hen-ührende, welche für die 
Determinantenlehre von fundamentaler Bedeutung ist. Hessel 
hat in semer dtlrten Schrift (Ueber positive nnd negative 



192 



Anmerkungen. 



Permiitationen) die GrunfUeluen der Determinantentheorie, 
welche damals noch nicht Gemeingut der Mathematiker waren 
(obwohl die ersten Untersuchungen auf Leibniz zurückgehen), 
selbständig und mit Rücksicht auf seine besonderen Zwecke 
hergeleitet. Die geometrische Anwendung, welche hier von 
der Vorzeichenbestimmiing der beiden PermutationftkUaseii für 
die hauptaxigen und hauptaxenloaen Gestalten gdmackt wird, 
ist jedenfalls als sehr interessant zu beaeichnen. 

Zu S. 179. Die Beseiehnuig x \ y = (äV3, y V|, l) 
ist wesenitioh mit der Naunutrin^Bohen Darstellung durch das 
Parameteryerhältniss mm: 1 übereinstimmend. Man vgL 
hierzu die Bemerkungen HesseFs in dem Abschnitte (des 
zweiten Bändchens): >Das Wichtigste aus der Geschichte der 
Krystallkunde« unter »Naumann*. 



Druck Tou Breitkopf & Hirtel in Leipzig. 

t 



d by GüOgl 



Taf:i 




iniaimm Leipzig Ant Karcher sc. 



* 

,^ -,d by Google 




Digitizer i C'ooc^le 



r 



Ostwald's Klassiker Ns 88. 




^^-^ : 

■I Hessel del. Ver.aa vonWilhelrr 

1 

H DigitizcL . , v .oogle 



f 

I 

Digitizod bv C'oo(^le 



Taf:K 




Digitized by Google 



Taf^Jir. 




rhiwaHs Klassiker 83, 




Hessel del. Verlag von Wllhe 



OstwuUTs Klassiker NsSÖ. 





Heitel del. 



Venag von Wilhelm Ej 

^ ,^ .d by Google 




P*™™^!^? AntKarchersc. 

^ ,^ .d by Google 



Digitized by Google 



Ostvald's Klassiker jV9 88 






ftgefananaiaLe^izig 



AntKarcher sc. 

^ kj ,^ -,d by Google 



OslH-nld's KlassOcerNadd. 




— 1 


^ . •'^ — ^ 


'i ' 

' ' ' A'* 
1 1 ♦ . ♦ X^' 

if-.^ — 


; 1 \\\ 



t- V ■ ■ 




Hessel del 



Verlag voon V^dhdmD 

d by Google 



p 



V 



kj ,^ .d by Google 



Nr. 27. Robert Bnnsen, Untersuchungen über die Kakodylreihe. (1837 — 
1843.) Herausgegeben von Adolfvon Baeyer. Mit 3 Figuren im 
Text. (148 S.J M 1.80. 

» 28. L. PasteUFf Über die Asymmetrie bei natürlich vorkommenden or- 
ganischen Verbindungen. (1860.) Übers, u. herausg. von M. u. A. 
Ladenburg. (36 S.) — .60. 

» 29. L, Wilhelmy, Über das Gesetz, nach welchem die Einwirkung der 
Säuren auf den Rohrzucker stattfindet. (1850.) Herausgegeben von 
W. Ostwald. (47 S.) U5f— .80. 

» 30. S. Cannizzaro, Abriss e. Lehrganges der theoret. Chemie, vorgetr. 
an d. k. Universität Genua. (1858.) Übersetzt von Dr. Arthur 
Miolati aus Mantua. Herausg. v. Lothar Meyer. (61 S.) — . 

■ 34. R. Bunsen u. H. £. RosCOe, Photochemische Untersuchungen. 

(1865—1859.) Erste Hälfte. Herausgegeben v. W. Ostwald. 
Mit 13 Figuren im Text. (96 S.) M 1.60. 

» 35. Jacob Berzelins, Versuch, die bestimmten und einfachen Ver- 
hältnisse aufzufinden, nach welchen die Bestandtheile der unorgan. 
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